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La! investigación! presentada! en! este! documento,! se! desarrolló! en! torno! a! la! enseñanza! y! el!




La! elección!de! este! tópico! no! fue! casual.! La! demostración! en!matemáticas! y! en! didáctica! es! un!
objeto!de!naturaleza!extremadamente!compleja,!un!medio!para!explicar,!justificar!y!comunicar!de!
manera! convincente! ideas,! fenómenos,! hechos,! etc.! Desde! el! punto! de! vista! matemático! e!
histórico!ha!sufrido!notables!cambios!que!han!implicado!grandes!repercusiones!en!el!proceso!de!
enseñanzaBaprendizaje! en! los! diferentes! niveles! educativos.! Esencialmente,! no! ha! tenido! el!




(e.g.! definiciones,!manejo! de! ejemplos,! no! ejemplos! y! contraejemplos,! lenguaje! formal,! formas!
lógicas!y!cuantificadores,!etc).!
!
Las!herramientas!y! conceptos! referentes!a! la!demostración!matemática! se!aprenden!en!general!
descontextualizados!y!desvinculados!de!otros!contenidos!y!los!estudiantes!se!limitan!a!memorizar!
un!conjunto!de!criterios!y!técnicas!que!los!profesores!utilizan!en!la!clase,!de!estar!contextualizados!
y! ser! tomados! como!objetos!de!estudio!en! los! contenidos,! tendrían!mucho!más! significado.! ! En!
recientes!investigaciones,!se!considera!que!entender!el!papel!del!razonamiento!matemático!y!de!
la! demostración! en! la! enseñanza! de! las! matemáticas! es! de! las! tareas! más! importantes! que!
enfrentan! los!profesores!y!autoridades!educativas!en!el!área.!Por!esta! razón,! su!presencia!en! la!
instrucción! se! debe! mejorar! (Hanna & De Villiers, 2012).! Más! aún,! ahora! que! los! planes! y!
programas!de!estudio!de!nivel!básico!en!México!particularmente,!enfatizan!que!es!necesario!dar!
mayor! peso! al! razonamiento! que! a! la! memorización,! así! el! énfasis! ! en! el! desarrollo! del!
pensamiento! matemático! se! pone! en:! el! planteamiento! y! la! resolución! de! problemas,! la!
argumentación,! la! comunicación! y! el!manejo!de! técnicas.! En! el! libro! antes! citado!en! el! capítulo!
presentado! por! Selden (2012)! se! habla! de! la! lucha! que! enfrentan! los! estudiantes! cuando! el!
requisito! para! la! transición! al! nivel! universitario! es! justamente! que! sean! autónomos! en! la!
comprensión! y! construcción! de! pruebas! rigurosas.! Para! ello,! encuentran! dificultades! en:! el! uso!
correcto!de!la!lógica;!la!necesidad!de!emplear!definiciones!formales;!la!necesidad!de!un!repertorio!
de! ejemplos,! no! ejemplos,! y! contraejemplos;! la! exigencia! de! una! profunda! comprensión! de! los!
conceptos! y! teoremas! involucrados;! la! necesidad! de! conocimiento! estratégico! y! de! identificar!
cuáles! teoremas! son! importantes,! y! la! importancia! de! ser! capaz! de! leer! y! comprobar! los!
argumentos! para! su! corrección.! En! la! misma! fuente! se! provee! información! de! investigaciones,!






La! transición! al! nivel! superior! es! difícil! para! los! estudiantes,! dado! que,! pasan! «desde! describir!
hasta!definir,!desde!convencer!hasta!demostrar!en!forma!lógica!basados!sobre!definiciones»!(Tall!
1991,!p.20).!Existen!discrepancias!entre!las!definiciones!formales!que!los!estudiantes!son!capaces!
de!citar!y! los!criterios!que!utilizan! realmente!en!el! trabajo!práctico.! !Ellos,! transitan!«desde!una!
posición! en! la! cual! los! conceptos! tienen! bases! intuitivas! fundadas! en! su! experiencia,! hasta! una!
[posición]! donde! los! conceptos! son! especificados! por! definiciones! formales! y! sus! propiedades!
reconstruidas!a!través!de!deducciones»!(Tall,!1992,!p.!495).!También!la!transición!es!difícil!por!las!
dificultades! con! el! razonamiento! lógico! y! las! demostraciones,! las! representaciones! gráficas! y! la!
conexión!de!las!diferentes!representaciones!de!un!objeto!o!concepto!!de!una!forma!flexible.!!
La! comunidad! de! investigación! en! educación!matemática! ha! propiciado! la! creación! de! espacios!
reservados! para! la! investigación! en! enseñanza! y! aprendizaje! de! la! demostración! y! tópicos!










en! este! contexto,! y! por! otra! parte,! desarrollar! en! el! aula! posteriormente! una! secuencia! de!
enseñanza! previamente! diseñada! que! promueva! un! aprendizaje! profundo! en! el! razonamiento!
matemático! y! los! contenidos! necesarios! para! lograr! construir! demostraciones,! leerlas! y!
comunicarlas.!!
!
Nuestra! propuesta! se! caracteriza,! principalmente,! por! conjugar! de! forma! más! equilibrada,! la!
transición! desde! “describir”! hacia! “definir”! y! comprender! la! necesidad! de! emplear! definiciones!
formales.!Aquí,!transitamos!desde!las!diferentes!formas!intuitivas!y!conocimiento!proveniente!de!
la! experiencia! previa! de! los! estudiantes.! Las! diferentes! formas,! son! posibles! gracias! a! que! el!
conocimiento!construido!proviene!de!la!interacción!entre!los!estudiantes!organizados!en!equipos.!
De!la!misma!manera,!el!uso!correcto!de!la!lógica,!se!propicia!desde!la!interacción!con!sus!pares!y!





Entre! la! necesidad! de! conocimiento! estratégico! propiciamos! que! identifiquen! la! forma! de! una!
implicación,! reconozcan! enunciados! que! lo! sean,! identifiquen! sus! componentes! (hipótesis! y!
conclusión)! y! comprendan! su! función!en!el!proceso!de!demostrar.! También!como!conocimiento!
estratégico,! buscamos! que! identifiquen! cuáles! definiciones,! proposiciones! y! teoremas! son!
importantes,!y,!!nuestra!propuesta!didáctica!los!lleva!a!construir!una!demostración!a!través!de!los!
métodos! de! avance! y! retroceso! (avanzando! al! enlazar! deducciones! o! anticipando! deducciones!
retrocediendo!desde!una!establecida),!contradicción!y!contrapositivo.!Para!estos!últimos!métodos,!










Como!marco!teórico!de! la!comprensión!de! los!objetos!matemáticos!en! juego!en!esta! ingeniería,!
hemos! seguido! la! línea! de! investigación! en! Educación!Matemática! conocida! como!Pensamiento!
Matemático!Avanzado!y!en!relación!a!la!demostración!matemática.!De!entre!los!marcos!teóricos!
contemporáneos! que! nos! han! apoyado! son! los! proporcionados! para! diferenciar! imagen' del'
concepto! y!definición' del' concepto! de! Vinner!&! Tall! (1981);! los! de! las! teorías! de! adquisición! de!
conceptos! (Sfard! con! sus! distinciones! de! concepciones! operacionales! y! estructurales,! la! teoría!
Acción,!Proceso,!Objeto!y!Esquema!de!Dubinsky! (1991),! los!símbolos!y!proceptos!de!Gray!&!Tall!
(1991;1994)! y! de! Tall! (1991)! acerca! de! los! proceptos! ! (proceso/concepto)! al! Pensamiento!
Matemático! Avanzado)! y! sus! interconexiones;! los! marcos! teóricos! sobre! la! necesidad! de!
conocimiento! estratégico! y! las! demostraciones! referenciales! y! sintácticas! de! ! Weber! (2001)! y!
Weber!&!Alcock!(2004)!;!así!como!clasificaciones!de!las!etapas!de!desarrollo!en!la!comprensión!de!
la! demostración,! distintos! manejos! de! las! definiciones,! definiciones! formalmente! operables,!
símbolos! y!proceptos,! proceptos! formales! y!demostración! (Tall,! 2002;! Tall!&!Chin,! 2002;!Chin!&!
Tall,!2002;!Chin!&!Tall,!2000;!Pinto!&!Tall,!1999;!Bill!&!Tall,!1998,!entre!otros);! y! finalmente,! los!





considerado! un! punto! del! sistema! didáctico! cuyo! funcionamiento! se! muestra,! por! razones! de!
naturaleza! diversa,! poco! satisfactorio.! Se! desarrolló! un! análisis! de! tres! dimensiones! de! la!
demostración!matemática! para! permitirnos! analizar! este! concepto! exteriormente,! pues! nuestra!
experiencia! con! las! Matemáticas! en! el! mundo! educativo! tiende! a! reducirlas! a! los! objetos!
enseñados!y!a!darles!forma!para!que!sean!compatibles!con!la!forma!en!que!viven!en!dicho!mundo:!
Dimensión' socioepistemológica:! relativa! a! las! características! y! evolución! del! saber! en! juego,!




Dimensión' cognitiva:! relativa! a! las! características! cognitivas! de! los! individuos! hacia! los! que! se!
dirige!la!enseñanza.!
El! análisis! realizado! nos! ayudó! a! comprender! cómo! se! ha! desarrollado! la! enseñanza! de! la!
demostración!como!concepto!y!proceso!desde!una!noción!paramatemática!o!sobreentendida!en!
el!edificio!matemático,!en! los!diferentes!niveles!educativos!y!más!aún,!en! la! institución!de!nivel!
superior!con!el!programa!de!Licenciatura!en!Matemáticas!Aplicadas!en! la!cual! se! implementa! la!
ingeniería,!además!de!las!dificultades!y!obstáculos!que!su!aprendizaje!genera.!Tomando!en!cuenta!




Para! nuestro! diseño! y! análisis,! usando! como! referencia! la! concepción! más! amplia! de!





De! nuestra! revisión! de! la! forma! de! enseñanza! de! la! demostración! en! el!medio! a! desarrollar! la!
ingeniería!hemos!encontrado!que:!se!da!por!supuesto!que!los!estudiantes!ya!están!familiarizados!
con! la! demostración! y! con! algunos! conceptos,! procesos! y! razonamientos! necesarios! para!
abordarlos.! El! profesor! dicta! la! clase! bajo! el! esquema,! definición,! teorema,! demostración! y! en!
algunos! casos! aplicaciones.! Seguirlo! puede! darles! alguna! idea! para! que! los! estudiantes! poco! a!
poco! vayan! entendiendo! algunas! sutilezas! que! les! permiten! avanzar.! Aquí! no! encontramos! un!
reparto!de!responsabilidades!que!permita!una!implicación!mayor!del!estudiante!en!el!!proceso!de!
reconstrucción!de! la!demostración.! !Dado!que!en!nuestra! Ingeniería!pretendemos! familiarizarlos!
con!la!demostración,!hemos!planteado,!para!su!desarrollo,!la!hipótesis!de!que,!se!puede!dar!una!
responsabilidad! real! a! los! estudiantes! y,! en! consecuencia,! uno! de! los! objetivos! del! trabajo! de!
Ingeniería! ha! sido! el! de! verificar! esta! hipótesis! mediante! la! construcción! de! un! escenario! de!
enseñanza! en! el! que! se! organizan! primero! en! pequeños! grupos,! trabajan! con! sus! pares! en! las!






De! lo! que! se! ha! descrito! en! cuanto! a! la! organización! de! la! Ingeniería,! con! este! problema! de!
Ingeniería!nos!posicionamos!en!una! situación!que!nos!permitió!desarrollar!una!organización!del!
problema!inicial!en!una!estructura!de!cuatro!bloques!que!fueron!apoyados!por!los!precedentes!y!
estos! en! total! comprendieron! diez! hojas! de! trabajo,! que! aunque! fueron! planeadas! para! diez!
sesiones!de!una!hora!en!promedio!cada!una,!esto!en!la!práctica!se!extendió!de!manera!importante!
en! tiempo!y!número!de! sesiones.! Esto!es! comprensible!de!acuerdo!a! la! amplitud!de! conceptos,!
razonamientos!y!técnicas!vinculados!directamente!con!el!tópico!de!nuestra!elección.!No!obstante,!
decidimos! mantener! nuestro! planteamiento! inicial,! dado! que! de! no! abordar! alguno! de! los!





Entre! nuestras! elecciones! consideramos! recursos! tecnológicos! tales! como! el! entorno! Cabri!
Geometry!como!un!recurso!para!apoyar! la!construcción!de!definiciones.!También!fue!utilizada!la!
calculadora! y! la! Hoja! Electrónica! de! Cálculo! EXCEL! como! apoyo! para! realizar! programas! que!
generaran! colecciones! especiales! de! números,! además! de! otros! lenguajes! de! programación!
elegidos!por!los!estudiantes!como!tareas!extras!complementarias!o!extensivas!a!las!propuestas!en!
la! Ingeniería.! Con! ello! se! logró! enriquecer! las! experiencias! de! los! estudiantes! ayudando! a!!
conformar!la!dimensión!instrumental!de!nuestra!investigación.!
!
A! la! luz! del! modelo! teórico! Abstracción! en! Contexto! (Schwarz,! Dreyfus! &! Hershkowitz,! 2009;!
Dreyfus, Hershkowitz, & Schwarz, 2015),! nos! planteamos! observar! las! interacciones! entre! los!







interacciones! en! el! aula! y! las! producciones! de! los! alumnos! derivadas! de! las! mismas,!
documentando! la! aparición! de! construcciones! nuevas! para! los! estudiantes! de! los! diferentes!
conceptos!y!procesos!en!el!trabajo,!tanto!en!pequeños!grupos,!como!en!gran!grupo,!a!partir!del!
modelo! RBCBC,! llamado! así! en! virtud! de! las! cuatro! acciones! epistémicas! observables:! de!
reconocimiento,!de!edificación,!de!construcción!y!de!consolidación.!Se!ha!podido!constatar!que!los!
alumnos!realizan!RBacciones!como!reconocimiento!de!axiomas,!errores,!hipótesis,!conclusiones!así!
como! el! papel! que! cumplen! cada! uno! de! estos! elementos! en! la! demostración! y! además! son!
capaces! de! establecer! conjeturas.! Las! BBacciones! se! caracterizan! por! la! generación! de! ejemplos!
con!los!cuáles!van!avanzando!en!el!proceso!de!demostración.!Y!en!las!CBacciones!muestran!cómo!
organizan! las! ideas! para! explicarlas,! para! comunicarlas! a! otros! y! cuál! es! el! resultado! de! sus!




Matemáticas,! lo! cual! implica! mejorar! su! enseñanza! y,! por! tanto,! aportar! elementos! teóricos! y!
prácticos! que! permitan! incrementar! la! eficacia! de! una! formación! inicial! de! los! estudiantes!
universitarios!que!les!facilite!su!desarrollo!profesional.!
Para!lograr!que!los!resultados!sean!accesibles!a!un!mayor!número!de!personas!hemos!considerado!
algunas! acciones! derivadas! de! este! trabajo,! para! relacionar! la! investigación! y! la! práctica.! Entre!




Los!contenidos!de! la!Tesis!Doctoral!que!se!presenta,!se!organizan!de! la! forma!que!precisamos!a!
continuación:!
!
En!el! CAPÍTULO!1,! referente!al! problema!de! investigación.! Se!presentan!algunas! cuestiones!que!




El! CAPÍTULO! 2,! se! relacionan! el! Pensamiento! Matemático! Avanzado! y! la! Demostración!
Matemática.! Ahí! presentamos! una! revisión! de! la! literatura! sobre! los! procesos! de! pensamiento!
matemático! avanzado! y! de! las! investigaciones! en! educación! matemática! que! se! ocupan! de! la!
enseñanzaBaprendizaje! del! proceso! de! demostrar! y! de! otros! procesos! vinculados! tales! como;!
definir,!conjeturar!y!construir!ejemplos,!no!ejemplos!y!contraejemplos.!
!
Para! el! CAPÍTULO! 3! se! reserva! el! estudio! exploratorio! y! el! diseño! de! la! Ingeniería! Didáctica.!
Iniciamos! revisando! algunas! investigaciones! previas! que! nos! van! a! dar! la! clave! sobre! las!
dificultades! a! las! que! se! enfrentan! los! alumnos! cuando! tienen! que! realizar! una! demostración.!
Posteriormente,! en! una! segunda! parte,! se! presenta! un! estudio! exploratorio! con! estudiantes! de!
licenciatura,!para!sacar!a!la!luz!algunas!de!esas!dificultades!y!otras!más,!tratando!de!realizar!una!
descripción!detallada!de!algunos!de!los!elementos!que!utilizan!en!su!razonamiento.!!
También! al! final,! en! este! capítulo,! se! presentan! dos! apartados! relacionados! con! el! diseño!de! la!
Ingeniería! Didáctica.! El! primero! concentra! los! fundamentos! teóricos! y! las! características!
principales!del!diseño!de!Ingenierías!Didácticas.!El!segundo!apartado!expone!las! líneas!generales!
! 10 
que! se! han! seguido! para! el! diseño! de! nuestra! Ingeniería! Didáctica,! describiendo! el! contexto,!
características! y! restricciones! de! la! implementación.! Se! finaliza! con! un! análisis! a! priori! de! las!
sesiones!diseñadas!agrupadas!en!cuatro!bloques!de!acuerdo!con!su!propósito.!
!
En!el!CAPÍTULO!4,! se!documenta! la!descripción!y!análisis!de! la! implementación!de! la! Ingeniería.!
Primero! se! concentra! el! análisis! de! datos! obtenidos! durante! la! puesta! en! práctica! de! nuestra!
Ingeniería!Didáctica!con!estudiantes!de!nuevo!ingreso!a!la!licenciatura!en!Matemáticas!Aplicadas.!
Después!de!describir! los! instrumentos!de!toma!de!datos,!se! realiza!el!análisis!a!posteriori!de! las!






el! estudio! exploratorio.! y! las! conclusiones! de! la! misma.! También,! se! presentan! aspectos!
longitudinales! que! consideramos! han! sido! cruciales! en! esta! ingeniería! para! desarrollar!
competencias!demostrativas!en!los!estudiantes.!!
Se!concluye!este!capítulo!y!este!trabajo,!presentando!una!valoración!y!reflexión!finales!acerca!de!
la! investigación! realizada.! Se! hace! un! balance! sobre! el! grado! de! alcance! de! los! objetivos!




la! resistencia! de! algunos! de! éstos.! Finaliza! el! capítulo! con! algunas! cuestiones! que! nuestra!
investigación!plantea!y!que!se!pueden!constituir!en!líneas!de!investigación!futuras.!







"La esencia de la matemática está en las demostraciones"  
(Ross, 1998, p 254). 
!
En' este' capítulo' se' presentan' algunas' cuestiones' que' motivan' y' dirigen' la' elección' de' nuestro'
problema' de' investigación,' así' como' el' diseño,' organización,' objetivos' e' hipótesis' implícitas,' al'
tratarse'de'una'ingeniería'didáctica,'que'guiarán'su'desarrollo.'
!!!
1.1 Antecedentes y justificación 
!!
La!matemática! además! de! ser! un! cuerpo! estructurado! de! conocimientos! es! una! actividad! cuyo!
núcleo!principal! lo!constituye! la!demostración.!Ésta,! remonta!sus!orígenes!al!surgimiento!mismo!
de!la!matemática,!y!toma!forma!con!la!matemática!de!la!antigua!Grecia!aproximadamente!en!los!
siglos! IV! y! III! a.C.,! donde! la! deducción! matemática! es! considerada! ya! como! canon! de! la!
demostración! estricta,! especialmente! en! Geometría.! Ejemplos! en! donde! no! es! posible! la!
verificación!o!comprobación!directa!del!resultado!propician! la! incorporación!a! la!matemática!del!
método!deductivo! como!criterio!de!validación,!en!cierta! forma!para! sustituir!una!comprobación!
que!estaba!ausente!y!con!la!intención!filosófica!de!construir!una!ciencia!teórica!cuya!meta!era!el!
conocimiento! de! la! verdad! [Metaphysics,! citado! por! Vega, 1992].! Así,! a! lo! largo! de! nuestra!
historia,! ha! sido! característico! que! los! que! consideraban! a! la! demostración! sistemática! como!
forma!concluyente!para!constituir!un!cuerpo!de!conocimientos,!miraban!con!mucho!aprecio!hacia!
las!matemáticas,!y!que!quienes!no!compartían!esta!opinión,!pasaban!de!la!matemática!misma.!
La! demostración! en!matemáticas! es! un! objeto! de! naturaleza! extremadamente! compleja.! Se! ha!
desarrollado! a! la! par! del! ser! humano,! dada! la! necesidad!de! contar! con!un!medio!para! explicar,!
justificar!y!comunicar!de!manera!convincente!ideas,!fenómenos,!hechos,!etc.!En!su!desarrollo!ha!
sufrido! múltiples! cambios! desde! el! nacimiento! del! método! deductivo! (cuya! función! era! la! de!
explicar! como! sinónimo! de! demostrar)! hasta! nuestros! días.! Estos! cambios! se! han! dado! a! nivel!
estructural! abanderados! por! célebres! matemáticos! y! esta! labor! científica! ha! tenido! grandes!
repercusiones!en!el!papel!de!la!demostración!en!el!aula.!!




Estas! creencias! son! atribuibles! a! las! diferentes! posturas! acerca! del! nivel! de! rigor,! las!
demostraciones!asistidas!por! computadora,!a! la! importancia!que!ha! tomado! la!experimentación!
en! matemáticas! y! a! la! invención! de! diversos! tipos! de! prueba! que! se! alejan! de! los! métodos!
tradicionales.! Por! mencionar! algunos,! las! pruebas! holográficas! y! a! conocimiento! cero,! que! se!
enmarcan!en!los!sistemas!de!prueba!interactivos!(Goldwasser,!Micali,!&!Rackoff,!1989).!
Hanna! (1996)! expresa! su! preocupación!por! la! pérdida! de! valor! de! la! demostración! y!manifiesta!
que! ! con! el! actual! énfasis! en! la! enseñanza! "significativa"! de! las!matemáticas,! los! docentes! son!
alentados!a!dedicar!atención!a!la!explicación!de!los!conceptos!matemáticos!y!a!los!estudiantes!se!
les!pide!justificar!los!resultados!propios!y!las!afirmaciones!propias.!Este!parecería!ser!el!clima!justo!




se! debe! enseñar! la! demostración.! Esta! manifestación! es! una! excelente! respuesta! a! quienes!
piensan! haber! resuelto! los! añejos! problemas! de! la! enseñanza! de! la! demostración! limitándose!
simplemente!a!no!tomarla!en!consideración:!!
En!esa!misma!fuente!se!cita!a!Greeno (1994),! !en!relación!con! los!malos!entendidos! ligados!a! la!
naturaleza!de!la!demostración:!
!!!!En! relación! a! la! práctica! didáctica,! estoy! alarmado! por! la! tendencia! de! hacer! desaparecer! la!
demostración!en!la!didáctica!de!las!matemáticas!preuniversitarias!y!creo!que!a!esto!se!podría!poner!
remedio! mediante! una! mayor! toma! de! conciencia! del! significado! epistemológico! de! la!
demostración!matemática!(p.270).!




manejo,! comprensión! y! conocimiento.! En! las! diversas! teorías! y! prácticas! de! la! enseñanza! de! la!




!!!En! otras! palabras,! para! exponer! la! originalidad! de! un!matemático,! no! solamente! tenemos! que!
considerar! las! definiciones! introducidas! y! las! innovaciones! específicas! hechas! en! la! terminología,!
sino!que!tenemos!que!ver!qué!usos!prácticos!se!hacen!de!ellas!en!las!demostraciones.!Esta!es!una!




Por! otra! parte,! desde! la! década! de! los! 50´s,! la! idea! de! que! los! estudiantes! pueden,! en! algún!
sentido,! pensar! como! matemáticos! ha! sido! defendida! por! muchos! educadores,! psicólogos! y!
matemáticos!  (Beberman, 1958; Romberg & Kaput, 1999;!Schoenfeld, 1985;! !Schoenfeld, 1988; 
Lave, Smith, & Butler,1988; Brown, Collins, & Duguid, 1989; Feurzeig, 1988;!Greeno, 1988;!
Lampert, 1990 y1990a).!Un!tema!central!es!que!los!procesos!de!conocimiento!de!los!matemáticos!
constituyen! pensamiento! matemático! genuino! y! de! manera! similar! se! debería! establecer! un!
estandar! para! que! los! estudiantes! pudieran! emularlo.! Por! ejemplo,! para! Schoenfeld! (1988)! los!
estudiantes! deben! desarrollar! la! estética! del! matemático! o! bien! ver! el! mundo! con! ojos! de!
matemático.! Por! su! parte,! Lampert! (1990)! quiere! que! sus! estudiantes! conozcan! la! matemática!
igual! que! se! conoce! en! la!matemática! como! disciplina.!Mientras! que! Brown,! Collins,! &! Duguid!
(1989)!consideran!que! los!estudiantes!pueden!verse!como!“aprendiz!cognitivo”!bajo! la!tutela!de!
un!matemático.!
Por! su! parte! Tyson (1994),! en! su! tesis! doctoral! considera! problemático! el! grado! en! que! la!
metáfora! de! estudiantes! como! matemáticos! borra! importantes! distinciones! entre! ellos.! No!
obstante,! dado! que! el! enfoque! en! nuestro! trabajo! es! hacia! estudiantes! para! matemáticos,!
consideramos!que!tales!distinciones!no!representarían!un!problema.!
!
!Así! pues,! la! motivación! de! este! trabajo! descansa! en! la! metáfora! de! los! estudiantes! como!
matemáticos,!en!el!interés!de!centrarnos!en!el!pensamiento!del!estudiante,!en!la!no!asunción!del!
dominio!de!las!bases!necesarias!para!acceder!a!la!demostración!como!proceso!y!en!dar!lugar!a!la!
demostración! matemática! como! objeto! de! estudio! y! como! parte! esencial! para! comunicar! el!
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conocimiento!en!matemáticas.!A! continuación! se! justifica!nuestra! elección!de!manera! resumida!
esencialmente!en!los!siguientes!puntos:!
!





! La! demostración! matemática! no! aparece! como! objeto! de! estudio! en! el! curriculum! previo! a! la!
licenciatura.! No! obstante,! las! actuales! reformas! integrales! de! educación! básica! y! de! educación!




juego! la! intuición,!a! la!vez!que! favorezcan!el!uso!de!herramientas!matemáticas!y!científicas!para!
generar,!ampliar,!reformular!o!rechazar! las! ideas! involucradas,!así!como!conjeturar,!generalizar!y!
validar!el!conocimiento,!entre!otras).!
! La!incapacidad!de!los!estudiantes!para!comunicar!demostraciones!de!manera!comprensible!es!un!
problema! tanto!para! los!estudiantes! como!para! los!profesores!del!medio!en!que!desarrolla!esta!
investigación!y!seguramente!en!otros!medios.!Los!estudiantes!esperan!realizar!un!curso!superficial!
mediante!el!que!puedan!comprender!algo!del!material!presentado!por!el!profesor!o!al!menos!un!
examen!que!no! incluya!demostraciones.! Esta! complicidad!entre! estudiantes! y! profesores! llega! a!
tener! consecuencias! desfavorables! para! ambos.! Por! parte! de! los! estudiantes! por! la! carencia! de!
dominio!y!en!el!caso!del!profesor,!se!limita!el!avance!y!profundización!en!los!temas,!pero!sin!tener!
en! cuenta! que! la! demostración! sea! un! elemento! clave! en!matemáticas,! probablemente! el! más!
característico,!y!que!los!estudiantes!no!lo!tienen!integrado.!
! Para!quienes!hemos!tenido! la!experiencia!de!enseñar!matemáticas! formales,!podemos!decir!que!
hacer!matemáticas! involucra! resolución! de! problemas,! abstracción,! invención! y! demostración,! y!




que! han! presentado! herramientas! teóricas! para! el! estudio! de! la! construcción! de! conocimiento!
necesario!para!el! abordaje!de! la!demostración! (e.g.!Harel,! Schoenfeld,! Lampert,!Greeno,!Hanna,!
Tall,! Vinner,! Marrioti,! Dreyfus,! etc)! y! dado! el! reciente! interés! en! investigar! la! demostración!
matemática! Reid & Knipping (2010)! clasifican! las! diferentes! perspectivas! de! investigación!
matemática!en!este!tópico.!
! La!estructura! jerárquica!de! la!demostración!es!apropiada!para!nuestros!propósitos,! en!virtud!de!
que,!existen!conceptos!y!procesos!que!pueden!construirse!sobre! las!bases!de!otros!más!básicos.!
Así,! es! posible! un! diseño! de! tareas! secuenciadas! que! ofrezcan! oportunidades! para! construir! y!
consolidar!un!conjunto!de!conceptos!y!procesos.!!
!
!Finalmente,! a! partir! de! los! puntos! anteriores,! nuestra! pretensión! en! esta! investigación! es!




1.2 Delimitación del problema y objetivos de investigación  
#
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El! estudio!de! la! demostración!matemática! se! enmarca! en! la! línea!de!Procesos! del! Pensamiento!
Matemático! Avanzado! (Advanced! Mathematical! Thinking! Processes).! De Guzmán (1997)!
menciona! la!necesidad!de! investigar!en:!1)! la!utilización!de!modelos!visuales!diferentes,!2)!en! la!
aparente! transparencia! y! en! la! relativa! opacidad! de! los! problemas! de! transmisión,! 3)! la!
demostración!a!lo!largo!del!tiempo!y!la!demostración!hoy!y!4)!el!papel!de!la!demostración!en!los!
procesos!de!enseñanza!y!aprendizaje.!
En! ese! sentido,! y! a! partir! de! la! justificación! realizada! en! el! apartado! previo,! consideramos!
pertinente!tomar!a!la!demostración!matemática!como!objeto!de!estudio!en!este!trabajo!titulado:!
!




licenciatura,!para! tratar!de! cambiar!el!estatus!de! la!demostración.!Nuestro!propósito!primordial!
es,! impulsar! en! los! estudiantes! de! la! Licenciatura! en! Matemáticas! Aplicadas! de! la! Universidad!
Juárez! del! Estado! de! Durango,! México! (UJED),! el! desarrollo! de! competencias! demostrativas,!



















que! se! comprometan,! enfrenten! la! tarea! de! demostrar! y! la! acepten! como! una! forma! definitiva! de!
justificación!matemática.!
H2.!Desde!el!diseño!y!organización!de!los!estudiantes!en!pequeños!grupos!y!posteriormente!en!gran!grupo!
conducidos! por! el! profesor! es! posible! que! el! estudiante! participe! en! la! construcción! de! conocimiento!










La! dimensión! del! significado! de! “demostración”! se! conforma! a! su! vez! en:! demostrar! como!
demostraciones! de! texto,! demostrar! como! proceso! de! razonamiento! y! demostrar! como! un!
discurso!social.!
Para!la!filosofía!demostrar!distingue!tres!visiones:!A!priorista,!infalibilista,!cuasiBempirista!y!socialB
constructivista.! La! primera! se! caracteriza! por! la! creencia! en! objetos! platónicos! (objetos!
matemáticos! reales! que! existen! independientemente! de! la! cognición! humana)! que! se! precisa! y!






de! la! no! existencia! de! los! objetos!matemáticos,! pero! rechazan! la! visión! estándar! de! la! relación!
entre! teoremas!y!axiomas:!el! razonamiento!deductivo!no! transmite! la!verdad!de! los!axiomas!de!
teoremas,!más!bien,!a!raíz!de!Lakatos!(1976!),! la!falsedad!se!transmite!de!teoremas!de!axiomas.!






estrecho! admite! argumentos! formales! a! la!manera! de! los!matemáticos! profesionales.!Mientras!







Reid! y! Knipping,! con! la! intención!de! clarificar! su! clasificación,! presentan!diferentes! ejemplos! de!
investigaciones! que! combinan! las! diferentes! categorías.! Un! ejemplo! que! presentan! de! nuestra!
combinación!es!el!de!Mariotti (2006).!Su!perspectiva!epistemológica!corresponde!con! la!del!tipo!
social! constructivista.! El! concepto! de! demostración! se! visualiza! envuelto! en! el! tiempo,! e!
integrando!dos!elementos:!la!validez!lógica!y!la!función!explicativa!apreciándose!que!en!diferentes!
períodos!históricos!uno!u!otro!de!estos!aspectos!ha!tomado!fuerza.!









formales! y! un! aspecto! importante! es! la! formalización! de! argumentos! informales.! Aunque! las!
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principiantes!universitarios! como:!medio! convincente!para! explicar,! justificar! y! comunicar! ideas,!
fenómenos,!hechos,!etc.! !Tal!significado!será!desarrollado!centrado!desde!el!pensamiento!de! los!
estudiantes,! para! afinar! sus! nociones! de! “medio! convincente”! primero! buscando! explicaciones!






anterior! se! desarrolla! una! propuesta! de! enseñanza! y! finalmente! se! presentan! evidencias! de! la!
vialidad!de!la!misma!y!cuestiones!para!mejorar.!!!
La! metodología! es! la! de! la! ingeniería! didáctica,! así! los! métodos! utilizados! para! la! recogida! de!
datos,!su!interpretación,!diagnóstico,!recomendaciones!para!la!acción!y!diseño!e!implementación!
de! secuencias! didácticas! son! de! naturaleza! cualitativa! principalmente.! Además! de! herramientas!
metodológicas! como! el!Modelo! de! Toulmin! para! análisis! de! argumentos! y! el!Modelo! RBC! para!
documentar!la!construcción!del!conocimiento.!
!




FASE# I! ! Elección! de! la! DM! ! como! parcela! para! investigar.! Definición! del! problema! de! estudio.!







• Revisión! del! cuadro! teórico! didáctico! de! la! DM! y! del! Pensamiento!Matemático!
Avanzado.!!
• Análisis!del!medio;!ventajas!y!restricciones!para!la!realización!didáctica.!
• Análisis! de! la! imagen' del! concepto' que! tienen! los! estudiantes! de! la! DM,! las!
dificultades!y!obstáculos!que!determinan!su!evolución.!
FASE# III! Concepción! y! análisis! a! priori:! En! base! a! los! resultados! del! estudio! exploratorio! que!
comprende! los! últimos! dos! puntos! de! la! fase! anterior! se! diseñará! la! experiencia! didáctica! y! las!
situaciones!problema!que!respondan!a!las!necesidades!demandadas!en!la!enseñanza!de!la!DM!en!
el!medio!mencionado.!Para!su!diseño!se!tomarán!en!cuenta!!a!Solow (2004),!De Guzmán (2004)!y!
Franklin & Daoud (1988)!quienes!han!presentado!propuestas!de!enseñanza!de! la!demostración!




licenciatura! y! análisis! de! la! construcción! del! conocimiento! compartido! del! grupo! sobre! la!
demostración.!
FASE# V! Análisis! a! posteriori! y! evaluación:! Evaluación! y! análisis! de! las! situaciones! problema!
asociadas! al! desarrollo! de! las! secuencias! didácticas! mediante! el! análisis! de! sesiones!
videograbadas,! producciones! de! los! estudiantes! y! entrevistas.! Diseño,! implementación! y!






Caricaturizando “el matemático ideal”: 
 
Descansa su fe sobre demostraciones rigurosas; 
 cree que la diferencia entre una demostración correcta 
 y una incorrecta es una inconfundible y decisiva diferencia.  
Puede creer que no hay condena más crítica que decir de un estudiante:  
“Él ni siquiera conoce lo qué es una demostración”.  
 Ya él es capaz de dar una explicación no coherente de qué significa 
rigor,  
o qué  se requiere para hacer una demostración rigurosa.  (Davis & Hersh, 1981, 
p. 34) 
 
En' este' capítulo' presentamos' una' revisión' de' la' literatura' sobre' los' procesos' de' pensamiento'
matemático' avanzado' y' de' las' investigaciones' en' educación' matemática' que' se' ocupan' de' la'
enseñanzaRaprendizaje'del'proceso'de'demostrar'y'de'otros'procesos'vinculados'tales'como'definir,'
conjeturar'y'construir'ejemplos,'no'ejemplos'y'contraejemplos.' 
2.1 Estado del arte 
#
La! Educación! Matemática! se! ocupa! de! investigar! los! problemas! sobre! la! enseñanza! y! el!
aprendizaje! proporcionando! marcos! teóricos! explicativos! para! la! resolución! de! éstos.! La!
investigación!en!esta!área!se!ha!incrementado!notablemente!en!las!últimas!décadas,!lo!que!se!ve!
reflejado!en!el!surgimiento!de!nuevas!líneas!de!investigación.!Dentro!de!éstas,!podemos!destacar!
la! de! Procesos! del! Pensamiento! Matemático! Avanzado! (Advanced! Mathematical! Thinking!
Processes),! línea! que! surge! para! complementar! el! previo! énfasis! de!Psychology' of'Mathematics'
Education' (PME),! sobre! el! pensamiento!matemático! elemental,! y! que! lideraron! algunos! de! sus!
miembros,!principalmente!Gontran!Ervynck!y!David!Tall.!Las!primeras!producciones!del!grupo!de!
trabajo!en!Pensamiento!Matemático!Avanzado!fueron!presentadas!en!Tall (1991).!
Harel, Selden, Selden, & Selden (2006)!hacen!un!recorrido!por! las!diferentes! investigaciones!en!
esta! vertiente,! ! de! las! ideas! teóricas! surgidas! y! consideraciones! que! marcan! directrices! para!
futuras! investigaciones.! Tomando! como! base! este! recorrido! rescataremos! y! enriqueceremos! lo!
que!a!nuestro!juicio!apoya!este!trabajo.!
La!búsqueda!de!una!descripción! significativa!de! la! comprensión!es! sumamente! joven.! Se!puede!
decir!que! se! inicia!a!mediados!del! siglo!pasado.!En! las!últimas! tres!décadas! se!han!desarrollado!
nuevas!e! integradoras!perspectivas!un! tanto!alejadas!de! la!distinción!de!Richard!Skemp!entre! la!
comprensión! instrumental! y! la! relacional.! En! la! línea!de!Pensamiento!Matemático!Avanzado! los!
progresos! en! esta! dirección! son! muy! notables.! De! entre! los! marcos! teóricos! contemporáneos!
intentaremos! describir! los! proporcionados! por! las! ! investigaciones! que! permiten! diferenciar!
imagen'del'concepto!y!definición'del'concepto!de!Vinner!&!Tall!(1981).!
En!cuanto!a!la!adquisición!de!conceptos!mencionamos!las!distinciones!de!Sfart!entre!concepciones!
operacionales! y! estructurales,! la! teoría! APOS! (APOE)! de! Dubinsky! y! sus! colegas,! los! símbolos! y!
proceptos! de! Gray! y! Tall! y! de! Tall! de! los! proceptos! al! PMA.! Mencionamos! también! las!
interconexiones! entre! las! distintas! teorías,! los! elementos! que! las! distinguen! de! otras! según! sus!
orígenes,!organizaciones!y!relaciones!con!otros!marcos!teóricos.!!
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Por! otro! lado,! con! la! demostración! matemática! como! directriz,! presentamos! marcos! teóricos!
sobre!la!necesidad!de!conocimiento!estratégico!y!las!demostraciones!referenciales!y!sintácticas!de!
Weber! y! Alcock,! así! como! clasificaciones! de! las! etapas! de! desarrollo! en! la! comprensión! de! la!






2.1.1 Distinción entre imagen del concepto y definición del concepto  
#
A! finales! de! los! 70’s! principios! de! los! 80’s! algunos! miembros! de! la! PME! fijan! su! atención! a! la!
distinción! entre! cómo! los! conceptos! matemáticos! se! definen! y! cómo! se! utilizan! (Vinner & 
Hershkowitz, 1980).!En!referencia!a!la!geometría,!introducen!los!términos!imagen%del%concepto%y%
definición% del% concepto,! para! distinguir! entre! un! concepto! formal,! su! definición! pública,! y! una!
correspondiente! estructura!mental! individual! que! consiste! de! todos! sus! ejemplos! asociados,! no!
ejemplos,!hechos!y!relaciones.!Esta!distinción!fue!más!elaborada!por!Tall & Vinner (1981)1.!Para!
ellos! la! imagen% del% concepto% describe! una! estructura! cognitiva! individual! asociada! con! un!




ser! personal! o! formal.! Éste! posee! las! características! para! ser! institucionalizado! a! la! larga! por! la!
comunidad!matemática:!un!ejemplo!es!el!concepto!de!límite!en!función!de!ε!y!δ.!
En!diferentes!investigaciones!se!ha!encontrado!que!realzar!la!imagen!del!concepto!!da!sentido!a!la!
definición! formal! del! concepto! y! sostienen! que! una! forma! de! instrucción! que! se! ocupe! de!
enriquecer!la!imagen!que!tienen!los!estudiantes!del!concepto!ayuda!a!desarrollar!la!habilidad!para!
visualizar! conceptos! matemáticos.!Dreyfus & Eisenberg (1986) y!Dreyfus & Eisenberg (1990)!
muestran!que! las!mayores!dificultades!de! los!estudiantes! ! se! refieren!a! la! información!visual!en!
forma! de! gráficas.! Más! aún,! cuando! logran! superar! tal! dificultad! y! están! matemáticamente!
maduros!y!con! la!capacidad!de!pensar!visualmente!están!poco!dispuestos!a!visualizar!conceptos!
matemáticos.! También!Dreyfus! y! Eisenberg! (1986),! comparando! procesos! visuales! con! procesos!
analíticos,!sugieren!varias!razones!por!las!que!los!estudiantes!prefieren!los!procesos!analíticos!más!
tarde.!Una!de! las! razones!que!mencionan!es!que! los!maestros! convienen! con! sus! estudiantes!–
implícita!o!explícitamenteB! la!creencia!de!que!el! razonamiento!visual!es! inferior!al! razonamiento!
analítico.!Otros!especialistas!como!Presmeg (1986),!Presmeg (1986a)!y!Vinner  (1989)!han!llegado!
a! conclusiones! similares.! Por! otra! parte,! Zazkis, Dubinsky, & Dautermann (1996)! indican! que!
«quizás!lo!más!dañino,!más!que!la!dificultad!con!la!visualización,!es!que!los!estudiantes!muestran!
una! ausencia! de! habilidad! para! conectar! un! diagrama! con! su! representación! simbólica»,! un!
proceso!que!consideran!un!compañero!esencial!para!la!visualización.!
Por! su!parte!Dahlberg & Housman (1997)! señalan!que! la! tendencia!de! los!estudiantes!a!evocar!
parte!de!su!imagen!del!concepto,!en!lugar!de!su!definición,!cuando!responden!a!una!variedad!de!
tareas!matemáticas! relacionadas! no! es! necesariamente!malo;! establecen! que,! en! ocasiones,! es!
deseable!tener!a!mano!la!riqueza!de!las!imágenes!de!los!conceptos.!Por!ejemplo,!en!las!series!de!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
1 Este artículo fue seleccionado para incluirse en un volumen de 17 “clásicos” de la literatura en investigación 






2.1.2 Adquisición de conceptos 
#
En! este! apartado! hacemos! un! recorrido! por! tres! teorías.! 1)! Concepciones! operacionales! y!





!Para! Ana! Sfard,! muchas! nociones! matemáticas! a! lo! largo! de! la! evolución! histórica! han! sido!
concebidas!operacionalmente!mucho!antes!de!que!se!formularan!sus!definiciones!estructurales!y!
representaciones2!y,! para! ella,! puede! que! aprender! procesos! siga! un! patrón! similar.! En! esta!
dirección,! Sfard (1991)! nota! que! la! formación! de! una! concepción! estructural! es! muy! larga,! a!
menudo!un!proceso!extremadamente!difícil!y!postula!que!esto!se! filtra!en!una! jerarquía!de! tres!
etapas:!Interiorización,'Condensación'y'Reificación.!En!la!etapa!de!interiorización!un!aprendiz!llega!
a! capacitarse! con! cálculos! y! procedimientos! (por! ejemplo,! manipulaciones! algebraicas! con! una!
variedad! de! funciones! específicas).! En! la! fase! de! condensación,! el! aprendiz! se! capacita! más!
pensando! el! proceso! como! un! todo,! sin! entrar! en! detalles! (por! ejemplo! viendo! una! función! en!
términos! de! entradas! y! salidas).! Mientras! las! dos! primerasetapas! de! adquisición! ocurren!
gradualmente,!la!reificación'requiere!«un!cambio!ontológico!B!una!capacidad!repentina!de!ver!algo!
familiar! con!una! luz! totalmente!nueva»! (por!ejemplo! las! funciones! llegan!a! ser!objetos,!esto!es,!
pueden!interpretarse!y!transformarse).!
En! este! sentido,! Sfard (1989)! y! Sfard (1992)! ha! enunciado! dos! principios! pedagógicos:! (1)! Los!
conceptos! nuevos! no! deben! introducirse! en! términos! estructurales.! (2)! Una! aproximación!
estructural! no! debe! adoptarse! mientras! el! estudiante! pueda! enfrentar! las! situaciones!
problemáticas! que! involucren! al! concepto! en! juego! sin! ella.! Más! aún,! observó! que! «las!
concepciones! [iniciales]! de! los! estudiantes! parecen! más! cercanas! a! lo! operacional! que! a! lo!
estructural»! y! que!muchos! estudiantes,! cuando! inician! el! estudio! de! conceptos! vía! definiciones!
formales!(estructural),!pueden!desarrollar!concepciones!pseudoestructurales!(Sfard,!1992,!pp.70B
75).!Por!ejemplo,!introduciendo!funciones!como!conjuntos!de!pares!ordenados,!los!estudiantes!de!




para! alumnos! de! cursos! más! avanzados! se! introducen! nuevos! conceptos! por! la! vía! formal,!
definiciones!estructurales!y!se!debe!de!algún!modo!aprender!a!lidiar!con!esto (Alcock & Simpson, 
1999).!Desde!la!explicación!de!la!adquisición!del!concepto!operacionalBestructural,!Sfard (1998)!ha!
observado!que!esta!opinión!es!parte!de!una!teoría!más!grande!"metáfora!de!la!adquisición"!y!lo!ha!








Dubinsky, Hawks, & Nichols (1989)!y!Asiala, Brown , DeVries, Dubinsky, Mathews , & Thomas 
(1996)! han! investigado! de! manera! similar! a! la! distinción! de! procesoBobjeto,! ampliándolo! para!
incluir!cuatro!clases!de!concepciones!mentales:!Acción,'Proceso,'Objeto,'y'Esquema!(referida!como!
APOS! en! la! literatura! en! inglés! y! APOE! en! alguna! literatura! en! español).! Las! cuestiones! de! la!
comprensión! de! conceptos! por! parte! de! los! estudiantes! están! enmarcardas! dentro! de! una!
extensión!de!la!teoría!Piagetiana!de!abstracción!reflexiva.!Además!de!estas!concepciones!mentales!
se! pueden! considerar! cuatro! tipos! de! construcciones! mentales! desde! la! abstracción! reflexiva:!
Actos!de!interiorización,%coordinación,%encapsulación%y%generalización.'
Interiorización! es! la! traslación! de! una! sucesión! de! acciones! materiales! o! mentales! en! un! todo!
repetible.! Coordinación' es! la! construcción! de! un! nuevo! proceso! desde! dos! o! más! procesos!
existentes.!Encapsulación! es! la! conversión!de! un!proceso!dinámico! en!un!proceso! estático! y! su!
reminiscencia!de!reificación.!Generalización'es! la!aplicación!de!un!esquema!existente!a!una!más!
amplia!colección!de!fenómenos!(Dubinsky, 1991).!
Para! ejemplificar! tomamos! el! concepto! de! función.! Una! concepción! de! acción! de! función! se!
produce! cuando! los! estudiantes! la! tratan! como! series! de! comandos! (acciones)! para! su!





realiza! las! transformaciones! (si! son! acciones! o! procesos)! pueden! actuar! sobre! esto”! (Asiala, 
Brown , DeVries, Dubinsky, Mathews , & Thomas, 1996, p. 11).!Un!esquema'es!una!construcción!
mental! individual! que! conecta! procesos! y! objetos! relacionados,! y! aparece! en! forma! un! tanto!
similar!a!la!imagen!del!individuo!acerca!del!concepto!(Tall & Vinner, 1981),!o!como!parte!de!éste.!
Debería!notarse!que!la!noción!de!“esquema”!es!un!constructo!que!se!ha!usado!extensivamente!en!
la! literatura! ofreciendo! modelos! conceptuales! para! describir! conductas! de! los! estudiantes! en!
matemáticas!tanto!elementales!como!avanzadas.!De!los!primeros!especialistas!en!usarlo!podemos!
mencionar! a! Skemp (1985)! mediante! su! teoría' varifocal! de! conceptos! cognitivos,! un! concepto!
puede!concebirse!como!un!todo!global!o!con!varios!niveles!detallados!(Skemp, 1979),!anticipando!
así!la!idea!posterior!de!construcción!objetoBesquema.!
Las! concepciones! de! acción! aunque! sumamente! limitadas,! «forman! el! principio! crucial! de!
entendimiento! de! un! concepto»! «y! las! actividades! diseñadas! para! ayudar! a! los! estudiantes! a!
construir! acciones»! forman! un! importante! principio! del! acercamiento! pedagógico! de! Asiala, 
Brown , DeVries, Dubinsky, Mathews & Thomas (1996, p. 10).! !Para!pasar!de!una!acción!a!una!
concepción! proceso! de! función,! se! necesita! reflexionar! e! interiorizar! varias! acciones! repetibles,!
como! la! evaluación! de! funciones! algebraicas,! hasta! que! se! vea! una! función! como! una!
transformación! que! acepta! salidas! de! producción! y! entradas.! Para! pasar! de! un! proceso! a! la!
concepción!de!un!objeto,! se!necesita!encapsular!el!proceso!en!un!objeto,!esto!es,!para!ver!esto!
como!una!“cosa”!y!llevar!a!cabo!acciones!sobre!ella.!Dado!que!la!flexibilidad!de!movimiento!entre!





en! un! laboratorio! de! ordenadores,! son! «para! proveer! al! estudiante! con! una! experiencia! base.»!




(Asiala, Brown , DeVries, Dubinsky, Mathews , & Thomas, 1996, p. 14).!
El! marco! teórico! APOS! ha! sido! aplicado! para!medir! la! distancia! hacia! los! conceptos! avanzados!
abordando! diferentes! aspectos! como! el! de! la! teoría! de! grupos! ( Asiala, Dubinsky , Mathews, 






situaciones!matemáticas.!Dentro!de!la!consideración!de!dualidad!de!proceso!y!objeto,!Gray & Tall 
(1991)!ambos!son!denotados!usando!el!mismo!simbolismo!y!conjeturaron!que!esta!ambigüedad!
de!notación!permite!a!pensadores!matemáticos!acertados!moverse!flexiblemente!entre!estas!dos!
concepciones.! Así,! acuñan! el! término! procepto' para! una! amalgama! de! proceso! y! concepto!
(objeto).!Más!aún,!parece!ser!que!un!estudiante!en!sus!comienzos,!suele!considerar!un!concepto!






estudiantes! son! «al! principio! dados! a! los! procesos! para! realizar! tareas! matemáticas,! pero! el!
eventual!éxito!viene!no!por!estar!bien!en!aquellos!procesos,!sino!por!encapsularlos!como!la!parte!
de!un!procepto!con!el!cual!solucionan!las!tareas!de!un!modo!más!flexible!»!(p.77).!
Explicando! aún!más! estas! ideas! en! el! contexto! de! la! aritmética!Gray & Tall (1994)! distinguen!
entre!proceso%designándolo!como!“la! representación!cognitiva!de!una!operación!matemática”!y!
procedimiento!como!“un!algoritmo!específico!para!la!implementación!de!un!proceso”.!Para!ellos!
existe! una! «fundamental! dicotomía! entre! procedimientos! y! conceptos,! entre! cosas! por! hacer! y!
cosas! por! conocer.»! Asímismo! sugieren! la! resolución! del! enigma! de! cómo! algo! puede! ser! un!
proceso!y!un!objeto!al!mismo!tiempo!indicando!que!«enfrentamos!una!mentira!en!el!matemático!








Un! procepto% ! consiste! de! una! colección! de! ! proceptos! elementales! tales! que! tienen! el! mismo!
objeto.!(Gray & Tall, 1994, pp. 3-4)!
!
En!contraste!con!la!aproximación!formal!de!las!matemáticas!sobre!los!llamados!aspectos!verbales!
y!proposicionales!de! la!cognición!se!destaca!el!papel!que! juegan! los!símbolos,!por!ejemplo!en!la!













2.2  Pensamiento matemático avanzado y demostración 
matemática 
#
En!este!apartado! se! realiza!una! visión!panorámica!de! la! línea!de! investigación!en! ! Pensamiento!
Matemático! Avanzado,! centrándonos! en! las! primeras! dos! secciones! en! las! investigaciones!
correspondientes!a!los!tópicos!del!pensamiento!formal:!definiciones,!ejemplos!y!demostraciones.!!
#




como! por! ejemplo! el! conocimiento! estratégico! para! el! manejo! de! definiciones,! teoremas! y!
demostraciones.!No!obstante! usualmente! se! parte! del! supuesto! que! en! el! nivel! universitario! se!
debe! ser! capaz! de! manejar! los! conceptos! y! definiciones! implicadas! y! su! estructura.! A! este!
respecto,! Selden & Selden (1995)! tratan! de! la! dificultad! que! presentan! los! estudiantes! para!
desenvolver!los!conceptos!y!definiciones,! incluyendo!su!estructura!lógica.! !Existe!la!necesidad!de!
definir! para! hacer! los! conceptos! formalmente!operables! para! un! individuo.!Bills & Tall (1998)!
introducen!el!término,!definición!o!teorema!formalmente'operable,!proponiendo!que:!
Una!definición! (matemática)!o! teorema!se!dice!que!es! formalmente% operable!para!un! individuo!
dado! si! dicho! individuo! es! capaz! de! usarlo! para! crear! o! reproducir! (significativamente)! un!
argumento!formal.!
Siguiendo! el! desarrollo! de! cinco! individuos! en! un! curso! de! Análisis,! que! tratan! de! dar! una!
definición!de!“mínima!cota!superior”,!encuentran!que!muchos!estudiantes!no!poseen!definiciones!
operables,! dependen!de!experiencias! tempranas! e! imágenes! inoperables! de! los! conceptos.!Más!
aún,!también!es!posible!para!un!estudiante!usar!un!concepto!sin!una!definición!operable!en!una!
demostración!usando!imágenes!que!casualmente!contienen!la!información!requerida.!
Pinto & Tall (1999)!también!en!el!contexto!de!un!estudio!sobre!Análisis!Real,!pudieron!observar!!
que!los!estudiantes!exhiben!dos!modos!distintos!de!manejo!de!definiciones!formales,!uno!dando%
significado! a! través! de! la! consideración! de! ejemplos! (frecuentemente! visuales)! y! otro! por!
extracción%de%significado!a!través!de!la!manipulación!y!reflexión!sobre!la!definición!misma.!Para!
tener! éxito! con! la! primera! forma! de! definir! se! requiere! dirigir! la! reconstrucción! de! ideas!
personales! y! centrarse! sobre! las! propiedades! esenciales! de! la! definición! para! integrarlas! en! la!
teoría! formal.! Mientras,! la! segunda! forma! evitó! algunas! dificultades! respecto! la! primera,! y! los!
estudiantes!terminaron!construyendo!una!teoría!formal!no!relacionada!con!imágenes!informales.!
Más!aún,!los!alumnos!pueden!tener!éxito!o!no!con!cualquiera!de!las!dos!formas!descritas.!Alcock 





en! relación! con! su! insuficiente! competencia! principalmente! en! el! manejo! de! lógica! y! la! teoría!
elemental!de!conjuntos,!pero!también!a!la!manipulación!de!expresiones!algebraicas!y!del!lenguaje!
formal.! Después! de! varios! estudios! de! diagnóstico! entre! 1987! y! 1994! para! determinar! las!
dificultades! de! los! estudiantes! en! el! aprendizaje! del! Álgebra! Lineal,! encuentran! que! dicho!







2.2.2 Ejemplos y contraejemplos  
!
El!uso!de!ejemplos!tiene!un!papel!preponderante!en!la!enseñanza!y!aprendizaje!de!la!matemáticas!
ya! sea! para! ! entender! o! explicar! ! definiciones! y! procedimientos,! para! generalizar! o! para! la!






la! clarificación! del! significado! de! nuevos! conceptos! (Dahlberg & Housman, 1997).! Aprendemos!
con!ejemplos!más!que!con!definiciones.!Es!a!través!de!los!ejemplos!que!las!definiciones!adquieren!
significado! ! (Watson & Mason, 2002).! A! través! de! los! ejemplos! los! profesores! transmiten! la!
esencia!de! los!conceptos!y! técnicas!matemáticas!(Tall & Vinner, 1981).! !A! la!hora!de!presentar!
conceptos! o! explicar! procedimientos,! la! principal! razón! para! presentar! ejemplos! es! que! los!
alumnos! los! interiorizan!como!una!herramienta!que!utilizarán! !posteriormente!en!el! futuro!para!




!Watson & Mason (2005)!establecen!que!el!uso!de!ejemplos!ayuda!al!estudiante!a!una!posterior!
generalización.!Definen!ejemplo!como,!«...!algo!a!partir!de!lo!cual!un!estudiante!podría!generalizar!
»! (p.! 3)! y! el! proceso!de! 'ejemplificación'! como!«! ...! cualquier! situación!en! la! cual! se!ofrece!algo!
específico! para! representar! una! clase! general! con! la! cual! el! estudiante! debe! familiarizarse! B! un!
caso!particular!de!una!generalidad»!(pp.!3B4).!Pero!los!ejemplos!matemáticos!siempre!van!más!allá!
de!su!propia!particularidad;!el!proceso!de!generación!de!ejemplos!es,!de!hecho,!el!anverso!de!la!
generalización! y! se! considera! que! «...es! la! búsqueda! de! ejemplos! y! no! el! producto! final! lo! que!
promueve!el!aprendizaje,!por!ello!es!importante!que!desde!el!principio!los!estudiantes!establezcan!
una!dinámica!entre!ejemplificación!y!generalización!»"!(Watson & Mason, 2005, p. 100).!También!
introducen!la!idea!de!espacios'de'ejemplos!como,!«!...!los!ejemplos!que!los!estudiantes!producen,!
que!provienen!de!un!pequeño!fondo!de!ideas!y!que!simplemente!aparecen!en!respuesta!a!tareas!
particulares! en! situaciones! particulares! »! (p.ix).! Además! aclaran! que! «…los! ejemplos,! por! lo!
general,! no! son! aislados;! más! bien! son! percibidos! como! casos! de! una! clase! de! ejemplos!
potenciales.! Como! tales,! constituyen! un! espacio! de! ejemplos,! los! principiantes! experimentan! el!
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acceso!a!un!espacio!de!ejemplos!como!respuesta!a!una!situación,...!Los!espacios!de!ejemplos!no!
son!solamente! listas;! tienen!una!estructura! interna,! idiosincrática...! y!es!por!esta!estructura!que!
los! ejemplos! se! producen.! Su! contenido! y! estructuras! son! individuales! y! circunstanciales;! a! los!
espacios!estructurados!de!modo!similar!se!puede!acceder!de!diferentes!formas.»!(p.!51).!
Los!ejemplos!constituyen!una!base!para! la!generalización,!abstracción!y! razonamiento!analógico!
(Zaslavsky, Harel & Manaster, 2006).! Se! observan! dos! tipos! de! generalizaciones! en!
correspondencia! con! “dos! distintas!maneras! de! pensamiento”! la!generalización' de' patrones' del'
proceso'(PPG)!y!la!generalización'de'patrones'de'los'resultados!(RPG),!mientras!que!la!primera!se!
centra! en! las! regularidades! en! los! procesos,! la! segunda! se! enfoca! en! la! regularidad! de! los!




Los! ejemplos! y! contraejemplos! juegan! un! rol! importante! al! producir! demostraciones,! así,! para!
algunos! investigadores! las! justificaciones! inductivas! conducen! al! alumno! por! un! camino! de!!
razonamiento! hacia! demostraciones! formales.! Regresando! al! párrafo! anterior,! los! PPG! son!
requeridos! para! la! construcción! de! demostraciones! matemáticas! inductivas! (Harel, 2008; 
Pedemonte, 2007)!y!también!para!demostraciones!deductivas!(Martínez & Pedemonte, 2014).!No!
obstante,!no!muestran!efectividad!en!todos!los!casos.!Pedemonte & Buchbinder (2011)!muestran!
que! los! ejemplos! son! efectivos! para! la! construcción! de! una! demostración! matemática! cuando!
permiten! la' unidad' cognitiva 3 !y! la! continuidad' estructural! 4 !entre! la! argumentación! y! la!
demostración.!Sugieren!además!que!la!continuidad!en!la!estructura!es!posible!si!la!argumentación!
inductiva! está! basada! sobre! procesos! de! generalización! de! patrones,! pero! no! es! el! caso! si! la!
generalización!se!establece!desde!el!resultado!(RPG).!!Más!aún,!argumentan!que!tales!procesos!de!






que! es! suficiente! una! justificación! empírica! para! establecer! un! resultado! general.! Esta! creencia!
puede! ser! debida! a! los! nuevos! diseños! de! planes! de! estudios! (Hoyles, 1997)! que! intentan!




verificación! (Fishbein & Kedem, 1982;! Vinner, 1983).! Al! respecto! Healy & Hoyles (2000)!
sostienen! que! los! alumnos! necesitan! realizar! ensayos! de! verificación! –después! de! la!
demostración–!porque! la!demostración!no! les!convence.!Mas!allá!del!hecho!de!que!una!prueba!
formal! confiere! validez! general! a! un! enunciado! matemático,! para! confirmar! esa! validez! son!









comportamiento! teórico,! es! una! fuente! de! dificultades,! un! obstáculo! para! la! comprensión! del!
significado!de!laprueba.!!En!la!práctica!educativa,!es!común!confundir!esos!puntos!de!vista!y,!como!
consecuencia,! desorientar! a! los! estudiantes! quienes! ven! que! los! 'ejemplos'! juegan! un! rol!
fundamental! a! la!hora!de!establecer! axiomas! y! 'descubrir'! teoremas,!pero!que!están!prohibidos!
para!que!prueben!un!enunciado:!unos!cuantos!ejemplos!no!son!aceptables!como!"prueba."!
Muchos! estudiantes! creen! que! mostrar! que! un! teorema! general! es! válido! en! un! ejemplo!
específico,! o! quizás! en! varios! ejemplos,! es! suficiente! como! demostración! (Weber, 2001).! Los!
profesores,!con!sus!actuaciones,!refuerzan!esta!idea!al!omitir!las!pruebas!de!los!teoremas!y,!en!su!
lugar,!ofrecer!ejemplos!a!modo!de!justificación!(Harel & Sowder, 1998; Goetting, 1995)!y!así,!aún!
sin!ser!conscientes!de!ello,!pueden!estar!dando!la!impresión!de!que!bastan!las!pruebas!empíricas!
para!establecer!la!verdad!de!proposiciones!matemáticas.!
En! relación! con! las! conjeturas! relativas! a! la! generalización! o! el! establecimiento! de! un!
contraejemplo,!si!las!pruebas!se!realizan!a!partir!de!datos!concretos,!las!estrategias!que!utilizan!los!
estudiantes! son! principalmente! empíricas! (Coe & Ruthven, 1994),! sustituyendo! el! argumento!
deductivo!por!una!comprobación!suficientemente!diversa!de!casos.!En! relación!con!el! rol!de! los!
contraejemplos,!una!dificultad!evidente!en!los!estudiantes,!es!el!hecho!de!que!un!gran!número!de!











Figueiredo (2010),! en! el! que! se! analiza! las! selección! que! hace! el! profesor! de! los! ejemplos! para!
trabajar!el!concepto!de!función!cuadrática.!!!!!!
!
2.2.3 Acerca de los proceptos y la demostración matemática 
#
El! estudio!de! la! demostración!matemática! se! enmarca! en! la! línea!de!Procesos! del! Pensamiento!
Matemático! Avanzado! (advanced! mathematical! thinking! processes)! y! De Guzmán (1997)!
menciona!en!cuanto!a!la!demostración!matemática!que!se!tiene!la!necesidad!de!investigar!en:!1)!
la! utilización! de! modelos! visuales! diferentes,! 2)! en! la! aparente! transparencia! y! en! la! relativa!
opacidad! de! los! problemas! de! transmisión,! 3)! la! demostración! a! lo! largo! del! tiempo! y! la!
demostración!hoy!y!4)!el!papel!de!la!demostración!en!los!procesos!de!enseñanza!y!aprendizaje.!
!!
Tall!et!al.!(2001,!p.!97!citados!por!Harel, Selden, & Selden, 2006, p. 159)!mencionan!que,!
!
!«el! movimiento! desde! lo! elemental! a! las! matemáticas! avanzadas! requiere! una! reconstrucción!
significativa!en!pensamiento,!…!un! cambio! completo!enfocado!desde! la! existencia!de! los!objetos!
percibidos! y! símbolos! representando! acciones! sobre! objetos! para! nuevas! teorías! basadas! en!
propiedades! específicas! de! estructuras!matemáticas! formalmente! definidas.!….! Las! imágenes! son!
útiles,! hasta! esenciales,! para! sugerir! qué! tipo! de! definiciones! serán! las! que! más! ayudan! y! qué!





Tall & Chin (2002)! extienden! la! noción! de!procepto,! en! el! sentido! antes!mencionado! (Gray & 
Tall, 1994)! a! matemáticas! avanzadas! para! considerar! la! demostración! matemática! como!
“procepto'formal”.'!Cuando!se!refieren!a!la!definición!de!procepto'elemental!y'procepto,!discutidas!
en! la! sección!anterior!mencionan!que! la!definición!original! fue!hecha!en!un! contexto!donde! los!
autores! fueron! conscientes! de! un! amplio! rango! de! ejemplos! y! la! definición! fue! moldeada! a! la!
situación!de!tales!ejemplos.!Bajo!esta!consideración!primaria,!ésta!es!una!“definición!descriptiva”,!
en! el! sentido! de! definición! de! un! diccionario,! pero! sería! de! preferencia! una! “definición!
prescriptiva”!!en!el!sentido!de!una!teoría!axiomática.!Sin!embargo,!si!consideramos!la!definición!de!
procepto! desde! un! punto! de! vista! prescriptivo,! ! esta! noción! parece! aplicable! para! extender! la!
noción!de!procepto!a!la!noción!de!demostración!formal,!el!cual!puede!llamarse!procepto%formal.!
Para!esto!Chin & Tall (2002)!agregan!al!análisis!la!existencia!de!tres!componentes!de!un!procepto'
elemental:! proceso,! objeto! y! símbolo.! Posteriormente! adaptan! el! procepto' de! Gray! y! Tall,!
particularmente! en! la! forma! de! un! “procepto' elemental”,! sobre! la! noción! de! demostración!
matemática.! El! símbolo! es! el! enunciado! de! lo! que! se! pretende! probar! (puede! ser! un! teorema,!
resultado!o!cualquier!cuestionamiento).!El!proceso!es!la!deducción!de!lo!que!está!siendo!probado.!
Y! el!objeto! es! el! concepto! de! la! noción! de! demostración,! i.e.! el! significado! real! del! teorema! (o!




entre!un!proceso! (método!de!demostración)! y!el!concepto! (noción!general!del! teorema).!Con! la!
interpretación! anterior! se! puede! ver! el! rol! de! un! símbolo! como! pivote! inicial! no! solamente! en!





se! sigue! porque! algunos! matemáticos! a! veces! usan! ciertos! teoremas! sin! una! comprensión!
completa!de!su!demostración.!Sin!embargo,!este!punto!de!vista!resulta!avanzado!para!su!análisis!




de! demostración! como! un! procepto! formal,! pero! consideran! que! su! investigación! empírica!
muestra!que,!después!de!un!tiempo!más!estudiantes!adquieren!la!esencia!de!la!idea.!!
Chin & Tall (2000)! postularon! una! jerarquía! que! clasifica! las! etapas! de! desarrollo! de! las!




esta! es! una! etapa! intuitiva! de! desarrollo.! La! transición! a! la! segunda! etapa! envuelve! la! primera!
compresión.!A!partir! de! las!propiedades!de! la! imagen!del! concepto,! se! seleccionan!y! refinan!un!
número! de! ideas! generatrices! para! pasar! a! la! definición! del! concepto.! Durante! esta! etapa,! las!
definiciones! son! utilizadas! para! hacer! deducciones,! todas! ellas! basadas! explícitamente! en! las!
definiciones.! La! tercera! etapa,! se! da! cuando! los! teoremas! que! han! sido! demostrados!mediante!
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algún!proceso! son! ahora! vistos! para! comprimirlos! en!conceptos,! para!usarse! como!entes! en! los!
procesos!de!demostración!de!nuevos! teoremas.! Los!estudiantes!que!han!madurado!en! la! etapa!
basada! en! el! teorema!muestran! que! poseen! la! habilidad! para! considerar! un! teorema! como! un!
procepto' formal.! Finalmente! los! individuos! en! la! última! etapa! tienen! la! capacidad! para! usar!
teoremas!de!manera!flexible!como!procesos!o!como!conceptos.!La!hipótesis!de!los!autores!es!que!
los! estudiantes! en! esta! etapa! desarrollan! un! nivel! de! pensamiento! matemático! de! conceptos!
comprimidos!que!hace!posible!que!piensen!con!gran!flexibilidad!y!poder!conceptual!
!
Chin!y!Tall!!sostienen,!!basados!en!Bills & Tall (1998),!que!el!paso!de!la!etapa!basada!en!la!imagen!
del! concepto! (primera! etapa)! a! la! noción! comprimida! de! definición! operable5!(cuarta! y! última!







el! teorema! relevante,! realmente! no! tienen! una! idea! clara! de! cómo! aplicarlo! en! un! problema!
práctico.! Además,! sólo! una! minoría! reconoce! un! teorema! relevante! como! un! “concepto”! y! no!
consideran!al!teorema!junto!con!su!demostración!como!un!“procepto'formal”!(Chin & Tall, 2002).!!
En!el!nivel!de!pensamiento!basado!en!la!definición,!se!considera!que!necesitan!tiempo!para!digerir!
las! implicaciones!de! la!definición!de!modo!que!puedan!pasar!de!hacer!a!tener! la!definición.!Esto!
significa! que! la! definición! sea! operable! en! su! imagen! de! los! conceptos! ! y! que! sean! capaces! de!
usarla!para!hacer!deducciones!formales!relevantes.!
El!siguiente!nivel!basado!en!el!teorema,!se!produce!cuando!se!usan!los!resultados!de!teoremas!en!
pruebas! sucesivas! y! el! último! nivel! se! da! cuando! los! teoremas! implicados! son! integrados! como!
proceptos.!En!estos!niveles!son!pocos! los!estudiantes!que!se!ubican! inicialmente!en!el!estudio!y!




estudiantes! integren!como!un!“todo”! las!definiciones!operables,! los! teoremas!como!proceptos!y!
así! los! conceptos!estudiados!puedan! comprimirse! a!una! sola!unidad! cognitiva.! Sin! embargo! son!
pocos!los!que!llegan!a!este!nivel.!
2.3 La construcción social del conocimiento y la práctica del 
matemático 
#
En! esta! sección,! a! través! de! un! recorrido! por! las! investigaciones! relacionadas,! describiremos! la!
corriente! reciente! en! pensamiento! matemático! avanzado! que! se! ocupa! de! la! práctica! del!
matemático!en!aras!de!comprender!su!forma!de!construir!el!conocimiento,!y!con!el!propósito!de!
traducirlo!en!estrategias!para!la!enseñanza!de!la!matemática.!




5 En el sentido de Bills & Tall (1998) y que fue definido al principio de este capítulo. 
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2.3.1 La práctica de los matemáticos 
!
Recientemente!los!especialistas!en!la!línea!de!pensamiento!matemático!avanzado!han!sugerido!la!
necesidad! de! dirigir! la! atención! a! la! práctica! de! los! matemáticos! para! comprender! como! se!
organiza!su!trabajo!y!como!se!construye!el!conocimiento.!
!
Como! perspectivas! de! futuro:! “El! pensamiento! matemático! avanzado,! requiere! razonamiento!
deductivo! y! riguroso! acerca! de! nociones! matemáticas! que! no! son! completamente! accesibles! a!
través!de!nuestros!sentidos.!….!El!pensamiento!matemático!avanzado!descansa!sobre!un!continuo!
de!pensamiento!matemático!que!trasciende!a!la!experiencia!con!los!procesos!o!las!intuiciones!del!
pensamiento! matemático! elemental,! sin! embargo! no! las! ignora”! (Edwards, Dubinsky, & 
McDonald, 2005, pp. 17-18).! Está! relacionado! esto! con! el! pensamiento,! las! prácticas,! y! los!
productos!de!los!matemáticos.!¿Qué!sabemos!acerca!de!la!práctica!del!matemático?.!!
!
«En! verdad! una! aproximación! estructural! a! los! conceptos! es! esencial! para! la! construcción! de!
demostraciones!y!nos!da!paso!a!un!nivel!superior!y!a!los!cursos!universitarios,!y!ahí!aparece!como!
inadecuado!introducir!la!mayor!parte!de!conceptos!por!otro!camino!que!no!sea!estructural.!Ya!que!
los! matemáticos! rápidamente! entienden! nuevos! conceptos! estructuralmente! definidos,! sería!
interesante! investigar! cómo!desarrollaron! la! capacidad!para! hacerlo» (Harel, Selden, Selden, & 
Selden, 2006, p. 156).!!
!
Apoyados! en! las! citas! anteriores,! en! las! investigaciones! centradas! en! la! metáfora! de! los!
estudiantes!como!matemáticos!(Lampert, 1990;!Greeno, 1988;!Schoenfeld, 1985;!Beberman,!1958;!
Begle,!1970;!Piaget,!1970,1973;!Bruner,!1977;! Schwab,!1978;!Romberg,!1983;!Schoenfeld, 1988;!






En!un!estudio! (Misfeldt, 2003),! se! entrevistaron! a!matemáticos! investigadores! en! relación! a! los!
usos! y! formas!de! la! escritura! (lápiz! y! papel,! en! la! pizarra,! o! en! el! ordenador).! ! En! él! se! pueden!
distinguir! cinco! funciones! de! la! escritura:! ! 1)! adquisición,! prueba! de! ideas! y! reconocimiento! de!
conexiones,! a!menudo! escritas! no! linealmente! utilizando! notación! principalmente! simbólica;! 2)!
investigación!más!profunda!y!con!mayor!precisión!de!una!manera!lineal!para!comprobar!detalles,!
usando! una! combinación! de! lenguaje! natural! y! notación! simbólica;! 3)! ahorro! de! información! e!
ideas!en!un!documento!directamente!ordenado!para!acceso!posterior;!4)!comunicación!de!ideas!
más!desarrolladas!con!colegas;!y!5)!producción!de!un!artículo!terminado!para!publicación.!













acceso! fácil! a! algún!procedimiento!para! solucionar! el! problema,! pero! realmente! tiene! las! bases!
adecuadas! para! solucionarlo.! El! marco! teórico! considerado! fue:! 1)' recursos! (habilidades,!
intuiciones,! hechos,! procedimientos! sobre! el! dominio! de! problema)! 2)' heurística! (dibujando!
figuras,! introduciendo! notación,! reformulando! el! problema,! trabajando! hacia! atrás);! 3)' control'
(actos!metacognitivos! como!planificación,! supervisión,!evaluación!de! su!progreso);! y!4)' sistemas'
de' creencia! (acerca! de! su! persona,! el! tópico,! y! las! matemáticas! que! influyen! en! el!
comportamiento).!!Entre!otras!cosas,!en!este!estudio!se!encuentra!que!a!menudo!los!estudiantes!
«emprenden!una!serie!de!cálculos,!sin!considerar!su!utilidad!y!fracasan!al!limitar!sus!exploraciones!
cuando! (para! el! observador! externo)! es! claro! que! estaban! sobre! un! intento! totalmente! inútil»! 
(Schoenfeld, 1985, p. 316).!
!
Carlson (2000)! y! Carlson & Bloom (2005),! extendiendo! otros! trabajos! sobre! resolución! de!
problemas,! proponen! un! marco! teórico! multidimensional! basado! en! entrevistas! con! 20!
matemáticos.!Éste!consta!de!4!fases!que!pueden!repetirse.!1)'Orientando!(fabricación!de!sentido,!





Por!su!parte,!Weber & Alcock (2004)!distinguen!dos!tipos!de!demostración!formal,!las!sintácticas!
y! las! semánticas.! Una! producción! de! demostración% es% sintáctica! cuando! el! individuo! plasma!
inferencias!manipulando!fórmulas!simbólicas!de!un!modo!lógicamente!permitido.!Una!producción!




análisis! que! ilustra! ambos! tipos! de! pruebas.! Se! encuentran! con! que! los! algebristas! pensaban!
acerca!de!los!grupos!en!términos!de!tablas!de!la!operación!definida!para!el!grupo,!sus!generadores!
y!relaciones,!usando!representaciones!que!se!aplicaron!a!grupos!específicos.!En!contraste!ninguno!
de! los! estudiantes! podía! proporcionar! una! descripción! intuitiva! simple! de! un! grupo;! para! ellos,!
esto! era! una! estructura! que! satisface! una! lista! de! axiomas.! Mientras! los! cuatro! estudiantes!
podrían!dar! la!definición! formal!de!grupos! isomorfos,!ninguno!podía!proporcionar!descripciones!
intuitivas.! Para! probar! que! dos! grupos! son! o! no! isomorfos,! los! estudiantes! decían! que! podían!
primero! comparar! la! cardinalidad! de! los! grupos.! Si! los! grupos! tenían! la! misma! cardinalidad!
entonces! buscaban! funciones! continuas! biyectivas! y! verificaban! si! estas! funciones! eran! un!





estudiantes! universitarios! que! terminan! su! curso! de! álgebra! abstracta! y! cuatro! estudiantes! de!
doctorado,! que! están! escribiendo! su! disertación! sobre! tópicos! algebraicos.! Para! examinar! el!





En! la! construcción! de! la! demostración! de! una! afirmación,! dan! al! individuo! un! estado! inicial!
conformado!con!ciertos!supuestos!y!se!pide!que!se!derive!una!serie!de! inferencias! (por!ejemplo!
considerar! definiciones! y! aplicar! teoremas)! las! cuales! concluyen! con! la! demostración! del!
enunciado! planteado.! Sin! embargo,! en! la! construcción! de! la! demostración! existen! muchas!
inferencias!que!se!pueden!derivar,!pero!no!todas!son!relevantes.!Resolver!problemas!de!manera!
efectiva,! a! menudo! requiere! conocimiento! estratégico,! o! directrices! heurísticas! que! se! puedan!
usar!para!recordar!o!elegir!las!acciones!útiles!para!aplicarse!entre!varias!alternativas.!!!
!
Weber!encuentra!que! los!doctorandos!a!diferencia!de! los!estudiantes,! tenían!el!conocimiento,!y!
rápidamente! podía! recordar! los! teoremas! que! son! importantes! y! menciona! que! el! tipo! de!
conocimiento!estratégico!que!está!ausente!en!los!estudiantes!es:!1)'conocimiento'de'las'técnicas'
de' prueba' en' el' dominio,' 2)' conocimiento' de' qué' teoremas' son' importantes' y' cuándo' deben'
usarse,'y'3)'conocimiento'de'cuándo'usar'y'cuándo'no'usar'técnicas'sintácticas.'Por!ejemplo,!en!2)!
cuando!se!cuestionó!a! los!doctorandos!por!qué!usaron!tales!técnicas!sofisticadas,!una!respuesta!
típica! era,! «porque! es! un! resultado! tan! fundamental! y! crucial,! es! decir,! es! una! de! las! primeras!
cosas! para! dar! la! vuelta»! (p.113).! Puede! ser! que! los! estudiantes! principalmente! estudien!
demostraciones!acabadas!y!se!enfoquen!sobre!sus!detalles,!más!que!en!notar! la! importancia!de!
ciertos! resultados! y! cómo! se! relacionan.! Probablemente! más! estudios! de! la! práctica! de! los!
matemáticos!proporcionarían!ideas!adicionales!e!información.!
!
2.3.2 Procesos de abstracción desde la construcción de conocimiento 
compartido o de grupo 
!
El! conocimiento! compartido! y! autoridad,! el! aprendizaje! mediado,! los! grupos! heterogéneos! de!
estudiantes! y! las! interacciones! entre! estudiantes! y! profesores! son! rasgos! esenciales! del! trabajo!
colaborativo!en!las!aulas.!En!las!últimas!décadas!se!ha!puesto!particular!atención!en!el!aprendizaje!
colaborativo!o!aprendizaje!compartido!y!en! los!cambios!necesarios!en! los!roles!de!estudiantes!y!
profesores! para! esta! forma! de! construir! conocimiento.! Por! ejemplo,! encontramos! la! noción! de!
normas! sociomatemáticas! (Yackel & Cobb, 1996).! La!argumentación!y! justificación!matemática!
no!son!desarrolladas!simplemente!como!normas!sociales!dentro!del!aula,!más!aún!tales!normas!
tienen! una! caracterización! específicamente! matemática.! Lo! que! cuenta! como! una! forma! de!
argumento!y!la!evidencia!usada!para!soportar!el!argumento!no!es!de!la!misma!naturaleza!que!en!






análisis! para! documentar! los! progresos! de! los! estudiantes! en! tales! procesos! y,! más! aún,!
consideramos!que!captura!la!complejidad!de!tales!procesos!en!el!contexto!de!un!salón!de!clases.!
Este! marco! es! conocido! como! Abstracción' en' Contexto! (AiC! por! sus! siglas! en! inglés)! y! fue!
propuesto!por!Schwarz, Dreyfus, & Hershkowitz (2009),!ellos!consideran!que!AiC!!proporciona!un!







puede! derivarse! de! una! motivación! intrínseca! para! vencer! contradicciones,! sorpresas,! o!




una! situación! o! la! solución! de! un! problema;! CRacciones! (Constructing),! usando! BBacciones! para!
encajar! e! integrar! constructos! previos! por! matemátización! vertical! para! producir! un! nuevo!
constructo.!La!CRacción!se!refiere!a!la!primera!vez!que!el!aprendiz!usa!o!menciona!un!constructo.!
En! este! proceso,! RRacciones! están! anidadas! dentro! de! BRacciones,! y! BRacciones! están! anidadas!
dentro!de!CRacciones.!Las!CRacciones!pueden!anidarse!en!CRacciones!de!un!mayor!nivel.!Por!último,!
la! tercera!etapa! correspondiente!a! la! consolidación!es!un!proceso!a! largo!plazo!que! se!produce!
cuando! el! constructo! se! menciona! o! utiliza! después! de! observada! la! CRacción.! Esta! etapa! se!
caracteriza!por!evidencia!personal,!confianza,!inmediatez,!flexibilidad!y!cuidado!cuando!se!trabaja!
con!el!constructo!(Dreyfus & Tsamir, 2004)!y!también!cuando!el!lenguaje!es!cada!vez!más!preciso!
(Hershkowitz , Schwarz, & Dreyfus, 2001),!aunque!para!Kidron (2008)!y!para!Gilboa, Dreyfus, & 
Kidron (2011)!el!aumento!en!la!precisión!del!lenguaje!es!característica!de!la!etapa!de!construcción!
por!sí!misma!y!no!únicamente!de!la!etapa!de!consolidación.!!
En! AiC! a! las! acciones! epistémicas! mencionadas! se! les! conoce! como! modelo! RBC! (Recognizing,!
Building!with,!Constructing)!y!modelo!RBCBC!con!la!!C!correspondiente!a!la!etapa!de!consolidación.!
Para!el!análisis!de!las!interacciones!en!el!aula!y!para!poder!documentar!los!pocesos!de!abstracción!
de! los! pequeños! grupos! y! gran! grupo! el!modelo! RBC! nos! proporciona! la! herramienta! teórica! y!
metodológica!necesaria!para!este!trabajo!como!lo!veremos!más!adelante!en!el!capítulo!IV.!
!
2.3.3 Análisis de argumentos y demostración  
#
La! práctica! de! la! argumentación! es! inherente! a! la! demostración!matemática! y! actualmente! ha!
tomado! fuerza! como! una! línea! de! investigación! de! los! procesos! de! pensamiento! matemático!
avanzado,! y! particularmente! en! demostración! matemática! como! proceso! y! como! actividad! es!
difícil!separar!la!argumentación!de!ésta.!El!modelo!de!Toulmin (1958),!ha!sido!utilizado!en!varios!
trabajos! de! investigación! para! analizar! y! documentar! las! producciones! de! los! estudiantes.! ! Éste!




en! un! problema,! identificar! los! aspectos! matemáticos! relevantes,! descubrir! regularidades,! relaciones! y!
estructuras.! ! Define! la!matematización' vertical,! como! la! que! consiste! en! el! tratamiento! específicamente!
matemático!de!las!situaciones,!y!la!caracteriza!a!partir!de!los!siguientes!procesos:!representar!una!relación!





lo! cual! considera! que! un! argumento! es! una! estructura! compleja! de! datos! organizados! en! un!
proceso! que! parte! de! una! evidencia! o! de! ciertos! datos! y! llega! al! establecimiento! de! una!
proposición.! El! proceso! de! la! evidencia! a! la! proposición! debe! contener! ciertos! elementos!








establece! la! conexión! entre! los! datos! y! la! conclusión! por! ejemplo! mencionar! una! regla,! una!
definición!o!utilizar!una!analogía.!Tres!categorías!más!entran!en!juego!en!este!modelo,!el!respaldo!
(R)! que! sirve! de! sostén! a! la! garantía! y! su! función! es! la! de! presentar! una! mayor! evidencia,! el!
cualificador'modal!(C)!que!es!un!enunciado!que!indica!el!grado!de!fuerza!o!de!probabilidad!de!la!
proposición!o!aserción!y!por!último! la!objeción'o'posibles'refutaciones! (O)!que!es!una!excepción!




y! el! cualificador!modal! indica! el! modo! en! el! que! se! interpreta! la! proposición! como! verdadera,!
contingente!o!probable.!Finalmente!se!presentan!sus!posibles!objeciones.!!!!!
El!modelo!de!Toulmin!se!ha!utilizado!en!diversas!investigaciones!para:!!
1) Analizar!y!documentar! los!progresos!del!aprendizaje!en!el!aula!(Yackel, 2001;!Yackel & 
Rasmussen, 2002;!!Krummheuer, 1995).!






5) Para! analizar! los! distintos! tipos! de! persuasión! en! la! evaluación! de! argumentos! en!
matemáticas!por!parte!de!estudiantes!y!matemáticos,!destacando!el!papel!del!cualificador!




los! aspectos! cognitivos! que! entran! en! juego! durante! dicha! construcción! y! evidenciar! las!
dificultades!enfrentadas!por!los!alumnos!a!lo!largo!de!los!momentos!de!la!demostración.!
2.4 Definición del objeto de estudio y sus dimensiones 
!
En! Pensamiento! Matemático! Avanzado! se! percibe! la! necesidad! de! investigar! no! sólo! la! parte!
cognitiva,! sino! en! virtud! del! importante! rol! del! contexto,! además! se! percibe! la! necesidad! de!
incorporar! constructos! sociales! y! culturales,! tales! como!el! campo% de% experiencia! referido! a! “un!
sector! de! la! cultura! humana! en! el! cual! el! profesor! y! los! estudiantes! pueden! reconocerse! y!
considerarse! unitarios! y! homogéneos”! e! incluye! “el! contexto! interno! del! estudiante! (la!
experiencia,! representaciones! mentales,! procedimientos! acerca! del! campo! de! experiencia),! el!
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contexto! interno! del! profesor! y! el! contexto! externo! (signos,! objetos,! coacciones! objetivas!




habilidad?! ¿pueden! los! estudios! sobre! la!práctica!de! los!matemáticos! (en! la! investigación,! en! la!
resolución!de!problemas,!demostrando,!en!el!aprendizaje!de!nuevas!matemáticas!por!sí!mismos,!
en!la! interacción!con!sus!colegas,!en!la!enseñanza,!escribiendo!para!ellos,!para!estudiantes,!para!




social,! cognitiva,!didáctica!y!epistemológica.! ! Especialmente! la!dimensión! social! complementa!el!
punto!2.4.1!!ofreciendo!un!panorama!de!la!práctica!del!matemático.!
!
2.4.1 Definición de la DM como objeto de estudio 
!
!!!!Antes! de! continuar! es! conveniente! definir! el! que! será! objeto! de! estudio,! diferenciándolo! de!
conceptos!próximos!que!pudieran!crear!algún!tipo!de!confusión.!
!!!!Tomando!en!cuenta!las!definiciones!que!proporciona!Vega (1992),!quien!se!mueve!dentro!de!la!
tradición,!donde!hay!que!considerar!primero,!que! toda!demostración!es!una!prueba,! y! segundo!
que! toda! prueba! es! una! argumentación! (sin! que! desde! luego! valgan! sus! recíprocas),! define!
argumentación,!como!una!interacción!lingüística!compleja!capaz!de!cumplir,!entre!otras!funciones!
la!de!dar!cuenta!y!razón!de!algo!ante!alguien!en!un!marco!de!discurso.!Así,!como!vimos!antes,!en!





La! argumentación! es! un! proceso! interactivo! y! dinámico! donde! caben! diferentes! formas! de!
comunicación,!«inducción»!y!modificación!de!los!mensajes!discursivos.!Aquí!bastará!entender!que!
un!argumento!consiste!de!una!serie!abarcable!de!proposiciones!dispuestas!en!orden!de!dar!cuenta!






dimensiones! informativa,! explicativa! o! justificativa! de! la! argumentación.! Según! esto,! un!






una! pretensión! de! conocimiento! afronta! su! destino.! Por! lo! tanto! una! prueba! como! cualquier!

























La! demostración! es! una! relación! semántica! entre! proposiciones! donde! no! cabe! andarse! con!
medias!tintas:!o!se!da!o!no!se!da!la!verdad!en!un!argumento.!La!validez!no!admite!grados!como!
puede!hacerlo!el! valor!de!prueba.!En!este! sentido!en!didáctica!de! la!matemática! se!encuentran!
varios!trabajos!de!clasificación!de!pruebas!y!niveles!de!pruebas!que!cobran!significado!de!acuerdo!
a! los! contextos! institucionales! y! es! importante! a! quién! se! debe! persuadir! con! ellos! (Harel & 
Sowder, 1998;!Ibañes, 2001a, 2001b;!Ibañes & Ortega, 2001;!Gutiérrez, 2001;!!Bell, 1976 y!1979).!!!






Thurston! considera! que! la! DM! es! una! de! las! más! importantes! formas! para! comunicar! la!
comprensión! matemática! y! que! el! conocimiento! matemático! y! el! entendimiento! han! sido!




el! modo! real! de! pensamiento,! dado! que! es! difícil! en! niveles! especializados! buscar! una!




7 En el apartado dedicado a la dimensión epistemológica de la demostración se aclaran estos planos.  
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esto,! en! un! campo! que! es! muy! algebraico.! Los! expertos! rápidamente! llegaron! a! creer! que! su!
prueba! era! básicamente! correcta! sobre! la! base! de! ideas! de! alto! nivel,!mucho! antes! de! que! los!
detalles! pudieran! comprobarse.! Esta! prueba! se! sometería! a! un! gran! escrutinio! y! comprobación!




confiable! que! los! documentos! formales.! La! gente! por! lo! general! no! está! preparada! en! la!
comprobación! de! la! corrección' formal! de! pruebas,! pero! están! muy! preparada! en! el!
descubrimiento!de!debilidades!potenciales!o!defectos!en!demostraciones.»!(p.!169)!!
Para! evitar! una! mala! interpretación,! Thurston! acentúa! dos! cosas.! Primero,! no! quiere! que! se!
entienda!que!está!abogando!por!cualquier!debilitamiento!del!estándar!de!comunidad!de!prueba;!
sino! que! trata! de! describir! cómo! se! realiza! el! proceso! realmente.! Las! pruebas! cuidadosas!
sometidas!a!escrutinio!son!muy!importantes.!La!clase!de!cambio!por!el!que!sí!abogaría!es!que!los!
matemáticos! tengan! más! cuidado! con! sus! demostraciones,! haciéndolas! realmente! claras! y! tan!









Intelectualmente,! las! matemáticas! se! mueven! a! una! velocidad! impresionante.! Paisajes!
matemáticos!enteros!cambian!una!y!otra!vez!en!asombrosos!caminos!durante!una!sola!carrera.!







sean! consistentes,! desarrollando! “buenas”! estructuras! de! datos! que! sean! útiles,! pero! no! sean!
desconocidas!para!la!generalidad,!decidiendo!la!generalidad!"correcta"!para!las!funciones,!etc.!!La!
proporción! de! energía! gastada! trabajando! un! programa! grande,! a! diferencia! de! la! parte! de!




volver! a! escribir! desde! el! principio! todos! los! viejos! artículos! matemáticos! de! cuyos! resultados!
dependemos.! Los! matemáticos! pueden! y! realmente! llenan! los! huecos,! corrigen! errores,!
suministran!detalles!y!son!cuidadosos!cuando!están!motivados.!Nuestro!sistema!funciona!bien!en!
la! producción! de! teoremas! confiables! que! firmemente! pueden! ! sostenerse.! Es! solo! que! la!
fiabilidad! principalmente! no! viene! de!matemáticos! que! formalmente! comprueban! argumentos;!
esto!viene!de!matemáticos!que!piensan!con!cuidado!y!críticamente!sobre!ideas!matemáticas.!
Sobre!el!nivel! fundamental,! los! fundamentos!de!matemáticas!son!mucho!más! inestables!que! las!
matemáticas! que! hacemos.! La! mayor! parte! de! matemáticos! se! adhieren! a! los! principios!
! 38 
fundamentales!que!saben!son! los!correctos.! Los!especialistas!en! teoría!de!conjuntos!construyen!
“universos!matemáticos”!alternos!y!mutuamente!contradictorios!tal!que!sí!uno!es!consistente,!los!
demás! lo!son! también.!Esto!da!muy!poca!confianza!que!uno!u!otro!sea! la!elección!correcta!o! la!
opción!natural.!El!teorema!de!incompletitud!de!Gödel!implica!que!no!puede!existir!ningún!sistema!
formal! que! sea! consistente! y!más! aún! bastante! poderoso! para! servir! como!base! para! todas! las!
matemáticas!que!hacemos8.!
En!contraste!con! la!gente,! las!computadoras!realizan!muy!bien! los!procesos!formales.!Hay!gente!
que!trabaja!mucho!sobre!el!proyecto!de!formalizar!partes!de!matemáticas!en!la!computadora,!con!
deducciones! formales! que! formalmente! sean! correctas.! Este! proceso! ayudaría! sin! duda! a!
simplificar! y! clarificar! las! matemáticas.! Sin! embargo,! es! necesario! reconocer! que! las! pruebas!
humanamente!comprensibles!y!controlables!que!en!realidad!se!hacen!son!lo!más!importante!para!
los! matemáticos,! y! que! son! muy! diferentes! de! las! demostraciones! formales.! Por! ahora,! las!













de! fácil! comprensión,!sino!en!que!debe!desempeñar!un!papel! fundamental!de!“elemento”!en! la!
comprensión! de! lo! que! sea! la! verdad! en! cualquier! otra! disciplina.! No! obstante! su! carácter!


















8 Este parte se verá complementada en el apartado dedicado a la parte epistemológica tratada en este capítulo. 
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!
Los! Elementos! de! Euclides! es! un! tratado! de! trece! libros! que! serán! la! referencia! validante! de!
cuantas! expresiones! cobre! la! creencia! en! el! carácter! necesario! y! universal! de! las! proposiciones!
matemáticas!a!lo!largo!de!los!siglos!–!hasta!mediados!del!siglo!XIXB.!Además!del!valor!que!recibe!
como!obra!en!la!que!se!recogen!los!trabajos!de!varias!generaciones!de!pitágoricos,! la!excelencia!










del!mismo!mundo!natural.!Así!que! la!verdad!como!es!aceptada!en! los!griegos!cambia!y! se!hace!
necesario! asentar! la! certeza! del! conocimiento!matemático.! Así! surgen! tres! grandes! escuelas! el'
logicismo,'el'formalismo'y'el'intuicionismo.'
El!logicismo!con!bases!en!Leibnitz!y!Kant,!encuentra!dos!grandes!proponentes:!Dedekind!y!Frege,!
quienes! a! su! vez! serán! secundados! por! Russell! y! se! les! identifica! en! la! frase! «la!Matemática! se!
reduce!a!la!lógica»,!aunque!cada!uno!tiene!su!propia!concepción!lógica,!su!punto!de!tropiezo!tiene!
como!dificultad!común:!el!tratamiento!de!los!conjuntos!finitos.!











Él! se! encuentra! en! la! historia! material! que! reconstruye! racionalmente! en! el! esquema! de!
conjeturas'y'refutaciones.'Distingue!dos!posiciones!respecto!del!tipo!de!avance!de!la!Matemática:!
la!que!defiende!un!crecimiento'continuo!y! la!suya!que!supone!un!crecimiento'crítico.!La!primera!
posición! se! caracteriza!por! la! primacía!de! la!deducción!en! la! construcción!del! conocimiento,! las!
demostraciones! confieren! a! los! teoremas! un! valor! universal! y! necesario,! les! transmiten! en! una!
cadena! rigurosamente! deductiva! las! características! de! los! axiomas! que! les! sirven! de! punto! de!
partida.!En!la!segunda!posición!del!crecimiento!crítico!se!centra!no!sólo!en!solventar!los!posibles!
contraejemplos! lógicos! considerados! como! irrelevantes! por! el!modelo! de! crecimiento! continuo,!
sino!los!llamados!por!él!heurísticos.!Proceden!de!someter!a!crítica!tanto!los!conceptos!usados!en!
el!enunciado!de!la!conjetura/teorema!como!en!cada!uno!de!los!pasos!de!la!demostración.!Lakatos!
en! su! obra! (Lakatos, 1978),! ! supone! una! ráfaga! de! aire! fresco,! arremete! contra! las! creencias!
heredadas,!y!propone!una!nueva!aproximación!para!hacer!Filosofía!de!las!Matemáticas,!que!deje!
atrás!las!viejas!creencias!y!parta!de!la!historia!misma!de!la!Matemática.!No!cree!en!las!certezas!y!
defiende!un! conocimiento! falible.!No! cree!en!el! rigor! absoluto! y!piensa!que! las!demostraciones!
son! siempre!mejorables!y!que!algunas! conjeturas!nunca!merecerán!el!nombre!de! teoremas.!No!
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cree!en!la!piedra!filosofal!del!more!geométrico!y!apuesta!por!una!heurística!falible.!No!cree!en!las!





Para! él! la! matemática! es! claramente! independiente! del! contexto,! los! factores! que! considerará!
relevantes! son! extrínsecos! a! la!matemática.!Mac! Lane! reclama! la! certeza!para! la!matemática! al!
precio!de!negarle! su!pretensión!de! verdad.! Su!negativa! a! conceder! sentido!a! cualquier!discurso!
sobre!la!verdad!matemática,!radica!en!que!no!es!una!ciencia!susceptible!de!ser!contrastada!por!la!
experiencia.!Dicho!de!otro!modo!las!corrientes!que!sitúan!a!la!matemática!en!la!misma!situación!





Sería! imposible! hablar! de! las! diferentes! propuestas! para! fundamentar! la! matemática! en! este!
apartado.! Sin! embargo,! nuestra! pretensión! es! manifestar! que! la! verdad! de! las! proposiciones!
matemáticas!y!la!certeza!de!su!conocimiento!han!sido!constantes,!tanto!en!la!historia!de!las!ideas!
filosóficas,! como! en! el!mismo! quehacer!matemático! y! se! han! adoptado! diferentes! posturas! en!
torno!a!ello.!!
Frente!a!estas!cuestiones!hay!dos!grandes!posiciones!cada!una!de!ellas!apoyada!en!fundamentos!a!
su! vez! diversos! e! irreducibles.! Tales! posiciones! son,! por! un! lado! la! consideración! de! las!
proposiciones! matemáticas! como! verdades! necesarias! y! universales,! cuyo! conocimiento! es! un!
conocimiento!cierto,!y!por!otro,! la!de!quienes!negando!la!certeza!del!conocimiento!matemático,!
ponen!en!cuestión!la!posibilidad!de!hablar!de!verdades!necesarias!y!universales.!
Defender! la!primera!posición!paga,!en!general,!un!precio!alto:! la! irrelevancia!de! la!historia!y!del!
quehacer!concreto.!Pero!no!es!menor!el!coste!de!la!segunda:!bajar! la!matemática!a! la!superficie!
de!las!ciencias!empíricas.!
























La# teoría% de% la% coherencia# considera!que!una!proposición!es!verdadera,! cuando!es! “coherente”!
con!el!conjunto!de!proposiciones!del!sistema!al!que!pertenece.!Qué!signifique!coherente!y!cómo!
caracterizarlo!es!la!principal!objeción!a!esta!teoría.!En!el!caso!de!la!matemática,!sin!embargo!esta!
objeción! es! fácilmente! superable.! Coherencia! en! este! contexto! puede! ser! identificada! con!
consistencia:!y!este!concepto!sí!es!preciso.!
A! mediados! del! siglo! XIX! se! dan! profundos! cambios! ontológicos! y! epistemológicos! en! la!
matemática,! con! el! devenir! de! los! cambios! en! la! geometría,! el! análisis! y! la! teoría! de! números.!
Dichos!cambios!llevaron!al!abandono!de!la!concepción!de!verdad!por!correspondencia.!!
La!invención!de!nuevas!geometrías!lleva!consigo!un!cambio!epistemológico!que!radica!en!que!no!
existe! correspondencia! 1B1! entre! las! geometrías! y! el! mundo! físico.! La!matemática! proporciona!






La! consistencia! que! proclamaba! Hilbert! parecía! requerir! la! existencia! de! unos! “objetos! reales”!















Finalmente! ser! verdadero! en! la! teoría% pragmática! consiste! en! ser! útil.! La! verdad! puede! ser! así!
gradual:! una! teoría! puede!desplazar! a! otra! si! resulta! ser!más! útil! que! la! anterior,! es! decir! si! da!
cuenta!de!los!mismos!hechos!que!la!primera!y!además!tiene!capacidad!para!explicar!otros!que!la!
anterior! no! hacía.! La! verdad! aquí,! no! resulta! ser! intrínseca! a! las! proposiciones,! sino! que! se!
reconoce!por!sus!consecuencias.!!!
El!modo! pragmático! de! dar! cuenta! de! la! verdad!matemática! tiene! sus! raíces! en! las! tradiciones!
empiristas.! Parece! haber! permanecido! en! ellas! una! forma! débil! de! correspondencia! que! puede!
quizás! llamarse! “adecuación”.!No! es! tanto! una! correspondencia! con! la! naturaleza! directamente!
sino!una!adecuación!al!desarrollo!de!las!ciencias!de!la!naturaleza!a!las!cuales!sirve!de!instrumento.!'
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No! es! pues! que! las! matemáticas! nos! revelen! lo! que! es! el! mundo! (en! términos! de! fenómenos!
naturales! y! sociales),! sino! que! se! limitan! a! proporcionarnos! modelos! para! interpretar! con!
eficiencia!los!fenómenos!que!en!él!acaecen.!!!









Tabla 1. Posturas acerca de la interpretación de la verdad. 
Verdad#en#matemáticas#
La! matemática! ! proporciona!
proposiciones,! que! una! vez!
logradas! ya! no! son! corregibles.!
El! hombre! tiene! en! la!
matemática! la! referencia!
paradigmática! de! lo! que! es!
conocimiento!cierto.!
La!verdad!en!matemáticas!tiene!tres!caras:!1)!
la! propia! de! las! relaciones! entre! los! objetos!
(necesidad),! 2)! la! de! las! expresiones! del!
quehacer! matemático,! histórico! y! falible,! c)!
la! verdad! lógica! –! validez! o! consistenciaB!
exigida!en!las!teorías!maduras.!
La! matemática! proporciona! unos! resultados!
bien! fundamentados,! pero! contingentes.!
También! conocimiento! sólido! para! el! que!











Los! resultados! de! la! matemática! son!
producción! cultural,! en! tanto! que! son!
resultados! del! quehacer! humano,! y! en! ese!
mismo! sentido,! son! relativos! a! un! contexto!
socioBhistórico.!Pero!este!tipo!de!producción!
cultural! es! siempre! susceptible! de! ser!
expresado! en! un! lenguaje! regido! por! las!
leyes! independientes! de! las! culturas! o!
contextos!donde!se!generó.!!
Los! resultados! matemáticos! son! productos!
humanos! obtenidos! en! culturas! diversas.!
Mientras! no! se! logran! niveles! de! lenguaje!
compresivo! para! expresar! homogéneamente!
resultados! logrados! en! contextos! diversos,! los!
hombres! de! una! cultura! podrían! no!
comprender! el! juego! de! lenguaje!matemático!
empleado!por! otra! cultura! y! no! sólo! no! tener!
acceso! a! los! resultados,! sino! ni! siquiera!
otorgarles! el! estatus! de! resultados!
matemáticos.! Estos! no! son! universales,!
progresivamente! lo! van! siendo,! son!
dependientes!de!cultura!y!contexto.!!!!
Formalismo#y#rigor#











El! rigor! es! un! imperativo! del! quehacer! matemático! que! busca! en! el!
método!deductivo!la!confirmación!de!los!procesos!constructivos!que!se!
han! llevado! a! cabo! con! definiciones! parciales,! demostraciones!
informales!y!lenguaje!en!buena!parte!representativo!o!empírico.!
El! rigor! es! un! fantasma.!
Nuestras!demostraciones!son!




lenguaje! de! ser! enriquecido.!
El!rigor!de!lo!formal!deseca!a!







En! la! historia! se! han! logrado! diversos! grados! de! formalización.! Los!
diferentes! sistemas! de! teorías! de! conjuntos,! proporcionan! hoy! el!




cuestionar! los! axiomas! de!
partida! de! una! teoría!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
9 En la primera columna se presenta la consideración de las proposiciones matemáticas como verdades 
necesarias y universales, cuyo conocimiento es un conocimiento cierto. En la tercera la posición que se 
mantiene es negando la certeza del conocimiento matemático, ponen en cuestión la posibilidad de hablar de 






maduras! se! construyen! con! axiomas! propios! que! permiten! introducir!
los! conceptos! necesarios! y! suficientes! para! expresar! las! propiedades!
inicialmente!deseables!de!la!teoría!en!cuestión.!Es!preciso!en!cualquier!
caso,!diferenciar! los!períodos!de!génesis!de!un!resultado,!de!aquellos!
otros! en! que! diversas! demostraciones! diferentes! han! logrado!
establecer!un!mismo!teorema.!!!
Las! definiciones,! cuando! se! dan! para! matematizar! un! fenómeno!
natural,! pueden! ser! incompletas;! cuando! se! crean! para! resolver! una!
dificultad,!pueden!verse! con!posterioridad!como!equivalentes!a!otras!
conocidas,!etc.,!pero!una!vez! fijadas,! la!demostración!se!hace!con! las!
propiedades! en! ellas! recogidas.! Siempre! es! posible! buscar! resultados!
más!fuertes!o!más!débiles!modificando!las!condiciones!expresadas!en!
la!definición!inicial.!!!
determinada,! pues! sólo! por!
hábito,! hemos! terminado!
considerándolos! intocables.!






luego! conceptos! y! el! mismo!
enunciado.! Otorgar! un!
carácter! fijo! e! intangible! a!
definiciones,! axiomas! y!
demostraciones!sólo!conduce!
a! despojarles! de! cualquier!






son! sólo! corolarios! de!
los!teoremas!generales.!
Un! resultado! general,! sin! que! existan! casos! particulares,! es!
vacío;!pero!el!hallazgo!de!métodos!o!resultados!que!permiten!
resolver! de!manera!uniforme! lo! que!hasta! entonces! han! sido!
casos! particulares,! es! uno! de! los! modos! de! avance! en!
matemáticas.!Los!métodos!de!resolución!de!los!casos!asumidos!
quedarán! como! patrimonio! heurístico! para! las! generaciones!
posteriores.!!!
Lo! realmente! importante! en!
matemáticas! es! desentrañar! en! la!
etapa!de!génesis,! la!resolución!de!un!
problema!en!los!casos!particulares.!El!
paso! a! la! forma! general! de! un!
teorema! en! que! se! pierde! la!
perspectiva! histórica! que! le! dió!







Como!hemos! visto!hasta! ahora! en! la! línea!del! tiempo! se!presentan!momentos!de! cambio!en! la!
matemática! que! implican! cambios! epistemológicos! profundos! en! la! concepción! de! verdad! y!
certeza!en!matemáticas!y!eso!impacta!en!el!papel!de!la!demostración!y!en!las!técnicas!permitidas!
y!utilizadas!que!responden!a!cada!institución!o!al!contexto!correspondiente.!











vez!se!diferencian!en! inductivas!y!perceptuales.!Las! inductivas!atienden!a!casos!particulares!y! las!
perceptuales! a! observaciones! que! provienen! de! imágenes! mentales! y! su! coordinación! pero!
carentes! de! capacidad! para! transformar! o! anticipar! resultados! de! dicha! transformación.! En! los!
analíticos' la! validación! de! conjeturas! se! da! a! través! de! deducciones! lógicas.! La! división! de! los!
esquemas!analíticos!esta!dada!por! transformacionales'y!axiomáticos.'Los!primeros! se!presentan!
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transformando! el! enunciado! en! uno! lógicamente! equivalente! o! bien! en! la! transformación! de!
imágenes!a!través!de!deducciones!y!los!segundos!parten!de!definiciones!y!axiomas!establecidos.!!
Otra! clasificación! distingue! entre! pruebas' pragmáticas' e' ' intelectuales! (Balacheff, 1987).! La!
distinción!se!da!en!función!del!contrato!didáctico!establecido!con!los!alumnos,!que!se!manifiesta!
por! el! cambio!de! función!de! la! actividad!matemática! en! el! aula.! Las! primeras! se! realizan!por! el!
alumno!–por!ejemplo,!en! la!geometría!práctica,! la!de!regla!y!compásB!con!el! fin!de!establecer! la!
validez!de!una!proposición.!Cuando!no!es!posible!acceder!a!su!realización!práctica!–por!ejemplo,!
en! geometría! deductivaB,! las! validaciones! son! intelectuales.! Para! ambas! pruebas! Balacheff! sitúa!
distintos! niveles:! 1)! Empirismo' naïf.! Se! concluye! la! verdad! de! una! proposición! a! partir! de! la!
realización! de! un! número! reducido! de! casos.! 2)! Experiencia' crucial.' El! individuo! plantea!
explícitamente!el!problema!de!generalización,!y!lo!resuelve!mediante!la!realización!de!un!caso!que!
considera!lo!menos!particular!posible.!3)!Ejemplo'genérico.!Consiste!en!la!explicación!de!razones!
de! validez! de! una! proposición!mediante! un! caso! representativo! de! una! clase! de! individuos.! 4)!
Experiencia'mental.!No!se!lleva!a!cabo!la!experiencia,!sino!que!sólo!se!imagina!su!realización.!
Bell!clasifica! las!pruebas!en!empíricas'y'deductivas (Bell, 1976; 1979).!Las!primeras!varían!desde!
los! ejemplos! no! relacionados! hasta! la! verificación! de! la! totalidad! ! de! ellos! (caso! finito)! y! las!
segundas! las! distingue! por! los! grados! de! completitud! en! la! construcción! de! cadenas! de!


















de!Weber!&!Alcock! (2004)! ! descritas! en! el! apartado!2.3.1! La! práctica! de! los! matemáticos!
(p.30).!!
##
2.4.3 Dimensión social 
!
Tradicionalmente!se!ha!considerado!que!el!fin!primordial!de!la!demostración!consiste!en!verificar!
la! proposición! o! teorema! que! es! objeto! de! estudio.! Sin! embargo! desde! la! didáctica! de! las!
matemáticas!hay!un!buen!número!de!autores!que!contemplan!otros!propósitos!y!funciones!!(Bell, 
1976;!de Villiers, 1993;!Ibañes, 2001a;!Hanna, 2000;!Dreyfus, 1991!y!Reid, 1996).!Otra!perspectiva!
interesante!es!la!ofrecida!desde!el!campo!de!práctica,!en!donde!se!consideran!fines!ligados!a!los!
progresos! de! la! matemática,! a! la! comprensión,! a! la! comunicación! del! conocimiento,! a! la!





Bell!menciona! tres! significados!de! la!demostración!matemática:!1)!verificación'o' justificación,! 2)!
iluminación,' y! 3)! sistematización.! La! primera! concerniente! a! la! verdad! de! la! proposición,! la!
segunda!en!el! sentido!de!que! se!espera!que!una!buena!demostración!proporcione! ideas!de!por!
qué! la! proposición! o! teorema! es! verdadero! y! por! último! la! sistematización,! que! implica! la!
organización! de! los! resultados! en! un! sistema! deductivo! de! axiomas,! conceptos! principales! y!
teoremas,!así!como!los!resultados!derivados!de!éstos!(Bell, 1976).!!
Otros!autores!como!de!Villiers!(1993),!desarrollando!más!estas!ideas!identifica!las!funciones!de!la!




!!à! !Explicación10:!Con!esta! función!se!espera!que!una!buena!demostración!proporcione! ideas!del!
por!qué!es!cierta.!
!!à! ! Sistematización:! Organización! de! resultados! dentro! de! un! sistema! axiomático! deductivo,! es!
decir!utilizar!axiomas,!definiciones!y!teoremas!ya!demostrados!con!anterioridad.!
!!à! ! Descubrimiento:! Como! método! de! exploración,! análisis! e! inventiva! que! en! ocasiones! nos!
conduce!a!nuevos!resultados.!
!!à! ! Comunicación:! Es! la! manera! de! expresar! los! resultados! a! otros! profesionales,! ante! el!










responde! a! la! pregunta! formulada,! y! que! lo! hace! correctamente.! Un! modo! muy! práctico! de!
comprobación!es!el!de!recorrer!un!camino!inverso,!como!lo!sería!la!diferenciación!para!verificar!que!
se!ha!hallado!correctamente! la! función!primitiva.!Es!excesivamente! frecuente!que!en!el! contexto!


































11 Es el mayor premio otorgado a los trabajos de un matemático 
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Para! inducir! la! respuesta! recurre! a! una! cadena! de! preguntas! y! respuestas! la! primera! de! ellas!
¿Cómo!demuestran!los!matemáticos!los!teoremas?!
Esta!pregunta!introduce!un!interesante!tópico,!pero!para!iniciar,!proyecta!dos!latentes!supuestos:!





que! surge! la! pregunta:! ¿cómo! los! matemáticos! hacen! avanzar! la! comprensión! de! las!
matemáticas?,!lo!hacen!encontrando!maneras!para!que!la!gente!entienda!y!piense!acerca!de!ellas.!
El!rápido!avance!de!las!computadoras!sensibiliza!este!punto.!Cuando!Appel!y!Haken!completaron!
una! demostración! del! teorema! del! mapa! de! los! cuatro! colores! usando! un! cálculo! automático!
masivo,! se! produjo!mucha! controversia.! Thurston! interpretó! la! controversia! teniendo! poco! por!
hacer!en!relación!con!la!duda!que!se!tiene!con!respecto!a!la!veracidad!del!teorema!o!la!exactitud!
de! la! prueba.! Más! aún,! esto! refleja! un! continuo! deseo! de! la! ! comprensión' humana! de! la!
demostración,!es!decir,!un!deseo!por!saber!cuándo!un!teorema!es!verdadero.!
Hoy!en!día,!es!común!realizar!con!las!computadoras!cálculos!a!gran!escala.!Se!pueden!por!ejemplo!
imprimir! una! tabla! de! los! primeros! 10,000! números! primos,! solamente! por! encontrarlos! y! su!
impresión!no!es!algo!que! realmente! sea! lo!que!buscan!después!de! todo.!«El!descubrimiento!en!
este!sentido!lo!que!en!realidad!quiere!no!es!usualmente!alguna!colección!de!“respuestas”B!lo!que!
quieren!es!comprender.»'(p.'162)'
Para! él! las! matemáticas! avanzan,! si! las! incorporamos! dentro! de! nuestro! pensamiento.! Como!
nuestro! pensamiento! cada! vez! es! más! sofisticado,! generamos! nuevos! conceptos! y! estructuras!
matemáticas:!los!cambios!en!los!contenidos!matemáticos!reflejan!nuestro!pensamiento.!
“Si! lo! que! nosotros! hacemos! es! construir! mejores! formas! de! pensamiento,! entonces! las!
dimensiones! psicológica! y! social! son! esenciales! para! un! buen! modelo! para! el! progreso!




T.! existen!varias!preguntas! importantes!para! resolverse!acerca!de!estas!estructuras!que!pueden!
iniciarse!como!proposiciones!matemáticas!formales,!y!
P.! la! labor!de! los!matemáticos!es!tratar!de!encontrar!un!camino!que! los! lleve!desde! los!axiomas!
hasta!la!proposición!o!a!su!negación.!
Podemos!llamar!a!este!modelo!de!matemáticas!DefiniciónB!TeoremaB!Demostración!(DTP!por!sus!
siglas! en! inglés).Se! visualiza! como! una! clara! dificultad! en! el! modelo! DTP! el! que! no! explique! la!
fuente! dónde! surgen! las! cuestiones.! «No!medimos! el! reconocimiento! dando! a! conocer! algunas!









difícil.! Por! lo! tanto,! para! analizar! el! entendimiento! de! matemáticas! Thurston! (1994)! considera!
importante!tener!en!cuenta!quién!entiende!qué,!y!cuándo.!
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Habla! del! desarrollo! de! hábitos! de! comunicación,! con! frecuencia! disfuncionales! de! los!




para! el! registro! de! lo! que! pensamos! que! los! estudiantes! "deberían"! aprender,! mientras! los!
estudiantes! tratan!de! luchar!cuerpo!a!cuerpo!con! las!cuestiones!más! fundamentales!de!aprender!
nuestra! lengua! y! hacer! conjeturas! sobre! nuestros!modelos!mentales.! Los! libros! compensan! esto!
dando!muestras!de!cómo!solucionar!cada!tipo!de!problema!de!la!tarea.»!(p.!166)!!
!




Thurston!considera!que!esta!dificultad!en!su!mayoría!tiene!que!ver!con! la! lengua!y! la!cultura!de!
matemáticas,! que! esta! dividida! en! ramas.! Conceptos! básicos! usados! cotidianamente! dentro! de!
una! rama! son!ajenos! a!otra! rama.!Por! el! contrario! la! comunicación! funciona!bien!dentro!de! las!
ramas! de! la! matemática.! Dentro! de! una! rama,! la! gente! desarrolla! un! cuerpo! de! conocimiento!
común!y!técnicas!conocidas.!Por!el!contacto! informal,!se!aprende!a!entender!y!copiar!modos!de!
pensar,!de!modo!que!las!ideas!puedan!explicarse!clara!y!fácilmente.!






Las! personas! usan! amplios! canales! de! comunicación! que! van! más! allá! de! la! lengua! formal!
matemática.!Usan!gestos,!dibujan!cuadros!y!diagramas,!hacen!efectos!sonoros!y!usan!el!lenguaje!
corporal.! La! comunicación! con!mayores! posibilidades! es! la! de! doble! dirección,! de!modo! que! la!
gente!pueda!concentrarse!en!la!parte!que!necesita!mayor!atención.!!






Las! matemáticas! en! algún! sentido! tienen! un! lenguaje! común:! una! lengua! de! símbolos,!
definiciones,!técnicas,!cálculos,!y!lógica.!Esta!lengua!de!manera!eficiente!transmite!unos,!pero!no!
todos,!los!modos!de!pensamiento!matemático.!Los!matemáticos!aprenden!a!traducir!ciertas!cosas!
casi! inconscientemente! de! un! modo! mental! a! otro,! de! modo! que! algunas! afirmaciones,!
rápidamente!se!aclaran.!Sin!embargo,!cuando!se!lee!un!artículo!de!matemáticas!en!una!rama!en!la!
que! no! se! es! especialista,! la! atención! se! centra! en! los! pensamientos! que! están! entre! líneas! y!
cuando! se! entiende! del! tema,! el! sistema! formal! es! por! lo! general! innecesario! y! redundante.! La!
gente! familiarizada! con! la!manera!de!hacer! las! cosas! en!un! campo! reconoce! varios!modelos!de!
afirmaciones! o! fórmulas! como! idiomas! o! rodeos! para! ciertos! conceptos! o! imágenes! mentales.!
Pero!el!lenguaje!está!vivo!sólo!para!quienes!lo!usan.!





lenguaje,! símbolos,! lógica! y! formalismo.! Pero! como! las! nuevas! generaciones! de! matemáticos!





continuamente! descubren! y! proponen! ideas! nuevas,! así! revitalizan! los! diversos! modos! de!
pensamiento!humano!en!matemáticas.!!!!
Segundo,! los!matemáticos! a! veces! inventan!nombres! y! buscan! la! unificación!de! las! definiciones!
que!sustituyen!ambigüedades!técnicas!y!dan!buenas!herramientas!para!las!ideas.!Nombres!como!
"grupo"! para! sustituir! "! un! sistema! de! elementos! que! satisfacen! …! ",! esto! puede! no! haber!
representado!avances!en!las!ideas!entre!expertos,!pero!facilitan!enormemente!la!comunicación.!!
!
Como! cierre! a! la! respuesta! de! la! pregunta! ¿cómo! se! comunica! la! comprensión!matemática?,! el!




Tenemos! que! concentrar! mucha! más! energía! en! la! comprensión! y! la! explicación! de! la!
infraestructura! básica! mental! de! matemáticas! –! en! consecuencia! menos! energía! sobre! los!






La! respuesta! puede! ser! que! encuentra! una! verdadera! satisfacción! y! motivación! en! hacer!
matemáticas,! en!estudiar! las! formas!de!pensamiento!que!explican,! organizan! y! simplifican.! Esta!




bien,! pero! el! ajuste! social! es! sumamente! importante.! Los!matemáticos! son! inspirados! por! otra!
gente,! buscan! la! apreciación! por! otros,! y! gustan! de! ayudar! a! otras! personas! a! solucionar!
problemas! matemáticos.! La! interacción! social! ocurre! cara! a! cara! en! reuniones! y! por!
correspondencia! escrita! y! electrónica,! preliminares! de! artículos! y! artículos! en! revistas!
especializadas.!Un!efecto!de!este!sistema,!sumamente!social!de!matemáticas,!es! la!tendencia!de!
los!matemáticos!a!estar!al!día!con!el!propósito!de!producir!nuevos!teoremas.!Esto!probablemente!
no! es! muy! eficiente:! pues! ser! mejores! matemáticos! aparentemente! significa! tener! cubierto! el!
campo! intelectual!mucho!más!uniformemente.!Pero!a! la!mayor!parte!de! los!matemáticos!no! les!
gusta!estar!solos,!y!tienen!problemas!para!motivarse!acerca!de!un!tema,!incluso!si!personalmente!
realizan!avances,!necesitan!tener!colegas!que!compartan!su!entusiasmo.!
Además! de! la! motivación! interior! y! la! motivación! social! informal! para! hacer! matemáticas,! se!
conducen!por!consideraciones!de!economía!y!estatus.!Los!matemáticos,!como!otros!académicos,!
hacen! de! evaluadores! y! son! evaluados.! Comenzando! con! grados,! y! siguiendo! por! las! cartas! de!
recomendación,! convienen! decisiones,! deciden! promociones,! realizan! arbitrajes! de! reportes! de!
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investigación,! reciben! invitaciones! para! dictar! conferencias,! estímulos,! premios,! aprecio,! etc…!
Están!implicados!en!muchas!posiciones,!en!un!sistema!!fuertemente!competitivo.!
Jaffe! y! Quinn! (1993,! citados! por! Thurston)! analizan! la! motivación! para! hacer! matemáticas! en!
términos!de!una!divisa!común!en!la!cual!muchos!matemáticos!creen:!créditosRteoremas.!
Para!Thurston!el!fuerte!énfasis!comunal!sobre!créditosBteorema!tiene!un!efecto!negativo!sobre!el!
progreso! matemático.! Si! se! logra! que! avance! el! entendimiento! humano! de! las! matemáticas,!
entonces!serían!mucho!mejor!reconocidos!en!el!exterior!en!una!más!amplia!gama!de!actividades.!
Quien! ve! el! camino! para! demostrar! teoremas! lo! hace! en! el! contexto! de! una! comunidad!
matemática;! no! lo! hacen! solos.! Dependen! del! entendimiento! de! matemáticas! que! otros! ya!
trabajaron.!Una!vez!que!un!teorema!ha!sido!demostrado,!la!comunidad!matemática!depende!de!la!






de! ideas.! Hay! teoremas! en! el! camino! de! estos! avances! que! casi! inevitablemente! serán!
demostrados! por! una! persona! o! por! otra.! Sin! embargo,! están! en! una! posición! para! demostrar!










6)! los! esfuerzos! son! realizados! en! forma! colaborativa! y! no! de!manera! aislada.! Y! 7)! finalmente!
entender!el!avance!de!la!matemática!como!creación!y!descubrimiento.!!
!
La! creación! se! manifiesta! de! varios! modos! conducentes! a! alumbrar! relaciones! y! objetos! no!
existentes!–no!expresables!en!lenguajeB!anteriormente.!El!descubrimiento!consiste!sin!embargo!en!
hacer! patentes! las! relaciones! entre! lo! nuevo! y! lo! heredado! y! eso! se! da! en! el! lenguaje.! Y! es!
precisamente! ahí,! donde! el! rigor! tiene! su! lugar! porque! la! existencia! de! esos! nexos! que! vinculan!
entre!sí!los!resultados!matemáticos!precedentes!con!los!futuros!asegura!que!el!rigor!del!quehacer!
demostrativo!conduzca!a!buen!fin.!La!creación!no!es!arbitraria,!lo!nuevo!sólo!entra!a!formar!parte!
del!universo!matemático!en! la!medida!en!que!sus!nexos!con! lo!originario! se!hacen!patentes.!Por!
eso,!los!avances!van!siempre!de!la!mano!de!la!creación!de!lenguajes!que!faciliten!esta!tarea!y!junto!
con! ellos,! nuevos! métodos! de! demostración! y! posibles! principios! de! validación! de! esas! nuevas!
formas!de!demostración.!Cañon!(1993,!p!356).!
#











Es! en! esta! última! parte,! nuestro! interés! se! centra! en! el! sujeto! para! conocer! como! se! dan! los!





Esta! es! una! pregunta! complicada! que! Thurston! (1994)! intenta! responder! desde! la! idea! de! que!
comprender! es! una! cuestión! interna! e! individual! ! de! la! que! es! difícil! tomar! conciencia!
completamente,!difícil!comprender!y!difícil!comunicar.!Las!personas!tienen!diferentes! formas!de!
entender! piezas! particulares! de!matemáticas.! Para! ilustrar! esto,! la! derivada!de!una! función!nos!
queda!bien.!Puede!pensarse!en!las!formas:!Infinitesimal,!simbólica,!lógica,!geométrica,!física,!o!de!
formas! más! intuitivas! como! por! aproximación,! o! de! manera! microscópica! o! en! matemáticas!
mucho!más!elevadas!definida!como!“'la'derivada'de'una'función'de''valores'reales'f'en'un'dominio'
D'es' la'sección'langrangiana'del'fibrado'cotangente'T*'(D)'que'proporciona'la'forma'de'conexión'
para' la' única' conexión' extendida' sobre' el' RRfibrado' trivial' DxR' para' el' cual' la' gráfica' de' f' es'
paralela”.! Esta! es! una! lista! de! diferentes! formas! de! pensamiento' o' concepciones' acerca' de! la!
derivada,! más! que! una! lista! de! diferentes! definiciones' lógicas.'A!menos! que! se! hagan! grandes!
esfuerzos! para! mantener! el! tono! y! sabor! de! las! ideas! originales,! las! diferencias! empiezan! a!





Estas! diferencias! no! son! sólo! una! curiosidad.! El! pensamiento! humano! y! la! comprensión! no!
trabajan! por! un! solo! camino,! como! una! computadora! con! una! simple! unidad! central! de!
procesamiento.! Nuestros! cerebros! y! mentes! parece! que! están! organizados! en! una! variedad!
separada! de! poderosas! facultades.! Thurston! (1994)! describe! las! principales! divisiones! que! son!
importantes!para!el!pensamiento!matemático!como:!
1. Lenguaje.! Tenemos! un! poderoso! propósitoBespecial! facilitado! para! hablar! y! entender! el!
lenguaje!humano,!el! cual! también!nos!vincula!a! ! la! lectura!y!a! la!escritura.!Nuestra! facilidad!
lingüística!es!una!importante!herramienta!para!el!pensamiento,!no!sólo!para!la!comunicación.!
Un!ejemplo! crudo!es! el! de! la! fórmula! para! resolver! ecuaciones! cuadráticas,! la! cual! la! gente!
puede!recordar!como!una!pequeña!canción.!“x!igual!a!menos!b!más!o!menos!la!raíz!cuadrada!
de!b!menos!4'por!ac'todo!sobre!2a”.! !El! lenguaje!matemático!de!símbolos!esta!muy!ligado!a!
nuestra! facultad! de! lenguaje.! El! fragmento! de! símbolos! matemáticos! disponibles! para! la!
mayoría! de! los! estudiantes! de! cálculo! tiene! sólo! un! verbo,! “=”.! Esto! en! virtud! de! que! los!
estudiantes! lo!usan! cuando!necesitan!de!un!verbo.!Alguien!que!ha!enseñado! cálculo!alguna!
vez!ha!visto!estudiantes!que!de!manera!instintiva!escriben!“x3'=3x2”!y!los!similares.!
2. Visión,! sentido! espacial,! sentido! kinestésico! (movimiento).! La! gente! tiene! facilidades! muy!
poderosas! para! recoger! la! información! visual! o! kinestésicamente! y! pensar! con! su! sentido!





Podemos! pensar! acerca! de! objetos! pequeños! en! nuestras! manos,! o! podemos! pensar! en!
estructuras!más! grandes! clasificadas! como!humanas!que!exploremos,!o!podemos!pensar!en!
las!estructuras!espaciales!que!nos!abarcan!y!que!nos!movemos!a! su!alrededor.!Tendemos!a!
pensar! con! más! eficacia! con! imaginación! espacial! sobre! una! escala! grande:! es! como! si!
nuestros!cerebros!tomaran!las!cosas!grandes!más!en!serio!para!dedicarles!más!recursos.!
3. Lógica!y!deducción.!Tenemos!algunos!modos!empotrados!de!razonamiento!y!reunión!de!cosas!
asociadas! con! cómo! hacemos! la! deducción! lógica:! causa! y! el! efecto! (relacionado! con! la!
implicación),!la!contradicción!o!la!negación,!etc.!!
Los! matemáticos! al! parecer! generalmente! no! confían! en! las! reglas! formales! de! deducción!
como!ellos!piensan.!Más!bien,!sostienen!sólo!un!bit!de!estructura!lógica!de!una!demostración!
en!sus!cabezas,!rompiendo!demostraciones!en!resultados!intermedios!de!modo!que,!no!tienen!
que! sostener! demasiada! lógica! de! una! vez.! Es! interesante! que! aunque! "o",! "y”! e! “implica"!
tengan! un! uso! formal! idéntico,! pensamos! “o”! e! “! y”! como! conjunciones! ! mientras! que! "!
implica"!como!un!verbo.!
4. Intuición,! asociación! y! metáfora.! La! gente! tiene! habilidades! asombrosas! de! sentir! algo! sin!
saber! de! donde! viene! (intuición);! para! sentir! que! algún! fenómeno! o! situación! u! objeto! se!
parece! a! algo! más! (asociación);! y! para! construir! y! probar! conexiones! y! comparaciones,!
sosteniendo!dos!cosas!en!mente!al!mismo!tiempo!(metáfora).!Estas!instalaciones!son!bastante!




también! importante! para! “hacer”! matemáticas:! viendo! un! diagrama! de! un! nudo,! un!





Esto! es! valioso,! en! particular,! componiendo! funciones.! Otro! uso! de! esta! facilidad! está! en!
recordar! demostraciones:! la! gente! a!menudo! recuerda! una! demostración! como! un! proceso!
que!consiste!en!varios!pasos.!En! la!topología,! la!noción!de!homotopía!es!más!pensada!como!
un!proceso!variando!el!tiempo.!Matemáticamente,!el!tiempo!no!tiene!ninguna!diferencia!con!





Hasta! aquí! se! han! descrito! algunas! facultades! que! nos! permiten! aprender,! conocer! y! generar!
conocimiento.! Pero,! ¿qué! procesos! mentales! deben! tener! lugar! en! el! estudiante! cuando! se!
enfrenta! a! una! demostración?! En! este! sentido! Ibañes! (2001)! considera! que! para! abordar! una!
demostración! el! estudiante! debe! poseer! un! esquema' de' prueba12 !adecuado! que! le! permita!
comprender! la! situación! y! formarse! una! idea! correcta! de! lo! que! hay! que! hacer.! Supuesto! esto,!
distingue!las!siguientes!fases:!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!






















La! práctica! de! los! matemáticos! acerca! de! la! resolución! de! problemas! y! conocimiento!
estratégico! propuestos! por! Schoenfeld! (1985),! Carlson! (2000),! Carlson! y! Bloom! (2005),! Weber!
(2001),! Weber! &! Alcock! (2004)! o! ! el! de! Chin! &! Tall! (2002)! mencionado! en! el! apartado! 2.2.3!




En! las!últimas!décadas!muchos! investigadores!en!Educación!Matemática!se!han! interesado!en!el!
estudio!de!los!procesos!cognitivos!que!permiten!dar!una!explicación!de!las!dificultades!que!tienen!
los!estudiantes!para!la!producción!de!demostraciones!Tall!(1991).!Esta!cuestión!ha!motivado!tesis!
doctorales! (Moore, 1990;! Goetting, 1995;! Ibañes, 2001a;! Pedemonte, 2002),! así! como! otras!
investigaciones! y! contribuciones! ( Dreyfus, 1999;!  Harel & Sowder, 1998;! Tall, 2002;! Tall & 
Vinner, 1981;!Vinner, 1991;!de Villiers, 1993;!Selden & Selden, 1995;!y!Thompson, 1996).!Por!otro!











2.4.4.3.1 Historia Escolar 
!
Actualmente! en! todos! los! niveles! se! presta! atención! a! propuestas! de! aprendizaje! más!
cooperativas,!más!conceptuales!y!más!conectadas,!es!decir,!con!mayor!frecuencia!se!solicita!a!los!
estudiantes! explicar! su! razonamiento.! Por! ejemplo,! Silver (1994),! sugirió! que! las! explicaciones!
escritas!deberían!ser!un!rasgo!frecuente!en!las!matemáticas!escolares!básicas.!Por!otra!parte,!hay!
informes!de!investigaciones!realizados!en!escuelas!primarias!muy!alentadores,!que!muestran!que!
la! transición! al! razonamiento! deductivo! es! posible! con! clases! planificadas! con! cuidado! con! una!
enseñanza!basada!en!el!razonamiento!matemático,!el!argumento!y!la!justificación!(e.g.!Maher & 
Martino, 1996! y! Lampert, 1990a).! Sin! duda! los! rasgos! mostrados! en! las! investigaciones! antes!
citadas!no!se!dan!comúnmente!en!la!educación!primaria,!secundaria!y!preparatoria,!sino!más!bien!
de!manera! extraordinaria.! Sin! embargo,! en! la!medida! que! se! tome! conciencia! y! la! explicación,!
argumentación!y!justificación!ocupen!su!lugar!en!la!enseñanza!básica,!esto!repercutirá!en!el!nivel!
superior.! Al! respecto! Epp (2003),! menciona! que! las! dificultades! de! los! estudiantes! con! el!
razonamiento! matemático! formal! en! su! ingreso! a! la! universidad! pueden! ser! resultado! de! su!




específicos! y! por! lo! tanto! fallar! en! los! exámenes.! Usar! estrategias! concretas! de! resolución! de!
problemas! puede! conducir! a! una! mayor! fracción! de! estudiantes! al! éxito! en! la! solución! de!
problemas! estándar,! pero! esto! puede! obscurecer! ideas! básicas! y! proporcionar! una! base!
inadecuada!para!el!trabajo!más!avanzado.!Considerando!las!presiones!que!se!han!ejercido!sobre!




Otro!factor! implicado!en!la!producción!de!demostraciones,!es! la! influencia!ejercida!por!los! libros!
de!texto!como!se!explica!en!el!siguiente!párrafo.!!
!
2.4.4.3.2 Influencia de los libros de texto 
!
Aquí! hacemos! referencia! al! trabajo! de! Dreyfus! (1999,! p.! 97)! que,! aunque! no! realiza! un! análisis!
sistemático!señala!ejemplos!de! libros!de! texto!utilizados!en!preparatoria!y!cursos! introductorios!
en! la! universidad,! en! los! cuales,! los! argumentos! más! o! menos! formales! se! acompañan! de!
justificaciones! visuales! o! intuitivas,! ejemplos! genéricos,! y! la! inducción! ingenua.! Incluso! los!
argumentos! formales,! ! con! frecuencia! son! sólo! formales! en! apariencia.!Menciona! también! que!
raras! veces! se!da!a! los!estudiantes!alguna! indicación!acerca!de! si! en!matemáticas! se!distinguen!
entre! estas! formas! de! argumentación! o! si! son! todas! igualmente! aceptables.! Sobre! las! listas! de!
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ejercicios!de!estos!libros,!cuando!se!pide!‘demostrar!que’!Dreyfus!pone!sobre!la!mesa!la!pregunta!
¿esto! no! invita! al! estudiante! a! concluir! que! un! método! de! cálculo,! realizado! para! ejemplos!
específicos,!puede!verse!como!una!demostración?,!o!¿qué!una!justificación!visual!o!intuitiva!y!una!
gama!de! ejemplos! genéricos! pueda! verse!para! el! estudiante! como!una!demostración?! Sin! duda!
parte! de! la! formación! típica! de! los! estudiantes! se! da! con! el! uso! de! los! libros! de! texto.! Así! su!
comportamiento!matemático! se! forma,! con!esta! influencia! y! contribuye!a! las!dificultades!de! los!
estudiantes!para!distinguir!la!explicación!de!la!demostración.!!
Por! su! parte,! Hoyles! (1997)! puntualiza! que! algunos! planes! de! estudios! nuevos,! que! fueron!
diseñados! para! remediar! problemas! pasados! en! educación! matemática,! pueden! aumentar! la!
creencia! de! los! estudiantes! en! la! válidez! de! la! justificación! empírica! para! establecer! resultados!
generales.!Un!buen!número!de!libros!de!texto!recientes!contribuyen!a!esta!mala!percepción.!!
!
Muchos! profesores! de! matemáticas! dan! por! hecho! que! los! estudiantes! tienen! incorporado! el!
lenguaje!y!las!formas!de!razonamiento!necesarias!para!enfrentar!una!demostración.!Sin!embargo!
muy! pocos! tienen! una! comprensión! intuitiva! de! tales! formas! de! razonamiento! y! manejo! en! el!
lenguaje!lógico.!A!continuación!mostramos!algunas!referencias!de!esto.!
!
2.4.4.3.3 La importancia de la lógica y la instrucción en formas de conocimiento 
!
Para! demostrar! una! proposición,! además! de! entenderla,! también! hay! que! saber! establecer! la!
verdad!de!ésta!por!un!argumento!directo;!en!otras!palabras,!se!necesita!o!bien,!intuición!para!la!




Dreyfus! (1999,! p.! 94),! al! analizar! producciones! de! estudiantes! de! preparatoria! y! universidad! en!
temas!de! ! análisis!matemático!y!álgebra! lineal,! identifica!algunos!motivos!para!el!hecho!de!que!
muchos! estudiantes! tengan! una! ! concepción! muy! limitada! de! la! demostración.! Señala! que! la!
mayor!parte!de! los!estudiantes!no!han!sido!preparados!en! la!práctica!de! la!demostración,!o!aún!
más!en!la!justificación!de!los!procesos!matemáticos!que!usan.!
!
Trabajos!de!Thompson! (1996)!y!Goetting! (1995,!pp.!142B148),! indican!que! las!declaraciones!que!
requieren!la!prueba!por!contradicción!o!la!prueba!por!la!contraposición!son!las!principales!fuentes!
de! dificultad,! aún! para! los! estudiantes! que! han! realizado! cursos! avanzados! de! matemáticas.!
Fishbein!&!Kedem! (1982)! y!Vinner! (1983)! sugieren!que:! incluso! cuando! los! estudiantes! parecen!
entender!una!prueba! correcta!para!una!proposición!matemática,!muchos!no!aprecian!que,! ésta!
evita!la!necesidad!de!la!verificación.!Al!respecto!Healy!&!Hoyles!(2000)!sostienen!que!los!alumnos!




mientras! todos,! excepto! por! una! pequeña! fracción! de! estudiantes! destacados,! usan! el!modus'
ponens! (de!p→q! y!p!podemos!deducir!q! ),!aún!en! la!mayor!parte!de!contenidos!abstractos,!una!
porporción!mucho!más!pequeña!utiliza!el!modus'tollens'(de!p→q!y!¬q!!deducimos!¬p),!y!números!
significativos! de! ellos! cometen! los! errores! de! afirmación! del! consecuente! y! negación! del!
antecedente.! En! nuestro! trabajo,!más! adelante! al! observar! las! producciones! de! una! estudiante!
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(Nancy)! en! el! estudio! exploratorio! del! siguiente! capítulo,! nos! encontraremos! también! con! este!
fenómeno.!!
!
En!la!misma!dirección,!Anderson & Owens (1990)!resumen!varias!investigaciones!relacionadas!que!
muestran!las!clases!de!dificultades!que!enfrentan!los!estudiantes!razonando!con!cuantificadores!y!




de! las! convenciones! lingüísticas! especiales! usadas! en!matemáticas! formales,! expone! diferentes!
ejemplos!donde! la! interpretación!del! lenguaje!cotidiano!dista!de! la! interpretación!que!tienen! las!
proposiciones! en! el! ámbito! matemático! y! encuentra! con! esto! una! explicación! de! por! qué! los!
estudiantes!cometen!errores!y!presentan!dificultades!tales!como:!“el!error!de!la!recíproca”!(de!si!p!
entonces!q!y!q,!deducen!p),!la!dificultad!para!aceptar!que!p!sólo!si!q!es!lógicamente!equivalente!a!
si! p! entonces! q,! la! dificultad! en! la! interpretación! de! proposiciones! cuantificadas,! los! errores!
cuando! tratan! de! negar! afirmaciones! del! tipo! siBentonces.! Esto! último! es! atribuible! a! que! el!






el! lenguaje! de! conectivos! lógicos! y! cuantificadores,! ayuda! a! fortalecer! la! zona! de! desarrollo!








Por! otra! parte,! Dorier,! Robert,! Robinet! &! Rogalsky! (2000),! después! de! varios! estudios! de!
diagnóstico!que!realizaron!entre!1987!y!1994!para!determinar! las!dificultades!de! los!estudiantes!
en! el! aprendizaje! del! álgebra! lineal,! encuentran! que! la! ausencia! de! conocimientos! previos! en!
lógica! y! teoría! elemental! de! conjuntos! contribuye! a! la! producción! de! errores! en! álgebra! lineal.!




demostrar.!Entre! las!conclusiones!dadas,!una!es!que:! la!capacidad!de!demostrar!depende!de! las!
formas!de!conocimiento!a! las!cuales! la!mayor!parte!de!estudiantes!están!raras!veces!expuestos.!!
También! señala! que,! el! dar! un! argumento! o! una! explicación! es! una! empresa! muy! difícil! para!
introducir! a! los! estudiantes! desde! al! menos! dos! puntos! de! vista:! en! la! mayoría! de! los! casos,!
todavía!carecen!de! la!claridad!conceptual!para!activamente!usar! los!conceptos! relevantes!en!un!




2.4.4.3.4 Claridad conceptual y capacidad lingüística 
!
La! forma! típica!de! instrucción!en!matemáticas,! no!ofrece!espacios!para! la! expresión! verbal.! Los!
estudiantes!muestran!importantes!deficiencias!al!expresar!verbalmente!una!idea!y!!al!plasmar!por!
escrito! una! demostración.! Esto! último,! se! produce! en! virtud! de! que! han! sido! instruidos! para!
declarar!su!razonamiento!de!manera!concisa,!y!plasman!sólo!una!versión!abreviada!de!la! idea.!Y!
aunque!hay!un!movimiento!mundial!para!habilitar!y!animar!a!los!estudiantes!de!matemáticas!en!
todos! los! niveles! para! dar! explicaciones! de! sus! respuestas,! actualmente! esta! exigencia! sólo! es!






estructura.! A! este! respecto,! Selden & Selden (1995)! hablan! de! la! dificultad! que! presentan! los!
estudiantes!para!desenvolver!los!conceptos!y!definiciones,!incluyendo!su!estructura!lógica.!!Existe!
la!necesidad!de!que! las!definiciones!y!conceptos!sean! formalmente!operables!para!un! individuo.!




En! torno!a! las! definiciones!podemos! revisar! a! Pinto!&!Tall! (1999),! donde! se!puede! ver! ! que! los!
estudiantes! exhiben! dos! modos! distintos! de! manejo! de! definiciones! formales,! uno! dando'
significado!a!través!de!consideración!de!ejemplos!(frecuentemente!visuales)!y!otro!por!extracción'
de'significado!a!través!de!la!manipulación!y!reflexión!sobre!la!definición!misma.!Concluyen!que!los!






concepto' describe! una! estructura! individual! cognitiva! asociada! con! un! concepto;! esto! incluye!
todas! las!asociaciones!de!cuadros!mentales,!propiedades!y!procesos.!La! imagen!del!concepto!se!
construye! ! con! los!años!a! través!de! la!experiencia! y! cambia! conforme!el! individuo! tiene!nuevos!
estímulos.!Por!otra!parte! la'definición'del' concepto,! se! refiere!a! la! forma!en!que! las!palabras! se!
utilizan!para!especificar!un!concepto.!En!diferentes!investigaciones!se!ha!encontrado!que!realzar!la!
imagen!del!concepto!se!apoya!dándole!sentido!a!la!definición!formal!del!concepto!y!sostienen!que!
una!forma!de! instrucción!que!se!ocupe!de!enriquecer! la! imagen!del!concepto!de! los!estudiantes!
ayuda! para! que! adquieran! la! habilidad! para! visualizar! conceptos! matemáticos.! Dreyfus! &!
Eisenberg! (1986;! 1990)! muestran! que! las! mayores! dificultades! en! las! experiencias! con! los!
estudiantes! se! refieren! a! la! información! visual! en! forma! de! gráficas.! Más! aún,! cuando! logran!
superar!tal!dificultad!y!están!matemáticamente!maduros!y!con!la!capacidad!de!pensar!visualmente!
están!poco!dispuestos!a!visualizar!conceptos!matemáticos.!También!ellos,!comparando!procesos!
visuales!con!procesos!analíticos!sugieren!varias! razones!por! las!que! los!estudiantes!prefieren! los!
procesos!analíticos!más!tarde.!Una!de!las!razones!que!mencionan!es!que!los!maestros!convienen!
con! sus! estudiantes! –implícita! o! explícitamenteB! la! creencia! de! que! el! razonamiento! visual! es!











introducirse! en! términos! estructurales.! (2)! Una! aproximación! estructural! no! debe! adoptarse!
mientras!el!estudiante!pueda!enfrentar! las!situaciones!problemáticas!que!involucren!al!concepto!
en! juego!sin!ella.!Más!aún,!observó!que!«las!concepciones! [iniciales]!de! los!estudiantes!parecen!
más!cercanas!a! lo!operacional!que!a! lo!estructural»!y!que!muchos!estudiantes,!cuando!inician!el!
estudio! de! conceptos! vía! definiciones! formales! (estructural),! pueden! desarrollar! concepciones!






2.4.4.3.5 Las normas sociomatemáticas convenidas, creencias y concepciones 
!
La! mayor! parte! de! los! estudiantes! nunca! aprendieron! a! identificar! un! argumento! matemático.!
Aunque! esto! parezca! trivial,! y! en! la!mayoría! de! los! casos! se! dé! por! hecho,! es! algo! que! es!muy!




aceptable! y! la! justificación! son! normas! sociomatematicas.! Ellos!muestran! cómo,! en! un! aula,! el!
profesor! y! los! estudiantes! interactiva! y! deliberadamente! constituyen! normas! sociomatematicas!
que!regulan!la!argumentación!matemática.!!
!
Como! antes! mencionamos! construir! un! aparato! lógico! y! lingüistico! suficiente! es! parte! de! los!
acuerdos! o! normas! que! el! profesor! y! los! estudiantes! deben! establecer! para! considerar! los!
problemas!matemáticos,!así!como,!qué!elementos!serán!aceptados!dentro!de!una!demostración,!
justificación! o! explicación! (elementos! visuales,! analíticos,! cálculos,! ejemplos,! relación! entre!
respuesta! y! cálculo,! analogías,! reglas! de! inferencia,! tablas! de! verdad,! técnicas,! aproximación!
intuitiva,! estructuras,! definiciones! dadas! y! proposiciones! demostradas,! propiedades,! manejo!




de!matemáticas,! o! no! ven! a! investigadores!matemáticos! en! acción.! Se! hace!necesario! entonces!
recrear! la! forma! de! trabajo! de! un!matemático! en! el! aula,! ver! cómo! para! construir! resultados,!
conjeturan! apoyándose! en! la! intuición! y! los! conocimientos! previos! y! luego! cómo! establecer! la!




obvio.»! Los! estudiantes! tienen! pocos! significados! para! distinguir! entre! las! formas! diferentes! de!
razonamiento!y!apreciar!las!consecuencias!para!el!conocimiento!resultante!y!también!carecen!de!
elementos!para!distinguir!entre! la!explicación,! la! justificación,!el!argumento!y! la!prueba.!A!pesar!
de! esto,! muchos! profesores! y! libros! de! texto,! con! frecuencia! solicitan! que! los! estudiantes!
expliquen!su!razonamiento,!que!muestren!por!qué!una!declaración!es!verdadera,!justifiquen!una!
proposición! o! aún! demuestren! un! resultado.! El! establecimiento! de! normas! sociomatemáticas!
convenidas!y!ser!conscientes!de!las!características!de!la! labor!de!un!matemático!puede!ayudar!a!
aclarar!en!la!mente!del!estudiante!la!distancia!que!hay!entre!una!explicación,!una!justificación!!y!
una!demostración,! atribuyendo! a! cada!una! el! valor! que! le! corresponde.!Harel,! Selden!&! Selden!
(2006,!p.!156)!en!esa!dirección!sugieren:!«En!verdad!una!aproximación!estructural!a!los!conceptos!
es!esencial!para!la!construcción!de!demostraciones!y!nos!da!paso!a!un!nivel!superior!y!a!los!cursos!
universitarios,! y! ahí! aparece! como! inadecuado! introducir! la!mayor! parte! de! conceptos! por! otro!
camino!que!no!sea!estructural.!Ya!que!los!matemáticos!rápidamente!entienden!nuevos!conceptos!
estructuralmente!definidos,!sería!interesante!investigar!cómo!desarrollaron!esta!capacidad».!!!
Lo! anterior! nos! muestra! la! necesidad! de! mirar! hacia! la! práctica! de! los! matemáticos! y! realizar!
investigaciones!que!puedan!revelar!información!potencial!para!la!educación!en!matemáticas.!
!!
2.4.4.3.6 Concepciones que tienen los estudiantes de la demostración  
'
Sobre! las! concepciones! de! los! estudiantes! acerca! de! qué! es! una! demostración,! podemos! citar!
algunos! trabajos.! Por! ejemplo,! Fischbein! (1982),! presentó! 400! estudiantes! de! secundaria! con! la!












espera! que! los! estudiantes! formulen! conjeturas! para! la! generalización! o! el! contraejemplo,!
entonces! las!estrategias!de!prueba!de! los!estudiantes! son!principalmente!empíricas.!Parece!que!





profesores!sin!ser!consciente!pueden!dar! la! impresión!de!que! las!pruebas!empíricas!bastan!para!
establecer!la!verdad!de!proposiciones!matemáticas.!!
!
Asimismo,! Finlow-Bates, Lerman, & Morgan (1993),! encontraron! que! muchos! estudiantes! de!




Martin & Harel (1989)!proporcionaron!a!futuros!profesores!de!primaria,!argumentos!deductivos!
correctos,! deductivos! incorrectos,! e! inductivos! para! las!mismas! proposiciones.! Cada! argumento!
inductivo!que!presentaron!fue!aceptado!como!una!prueba!matemática!válida!por!más!de!la!!mitad!
de!sus!estudiantes;! las! tasas!de!aceptación!para! los!argumentos!deductivos!no!eran!mucho!más!
altas! que! para! los! inductivos;! y! las! pruebas! falsas! deductivas! fueron! aceptadas! por! cerca! de! la!
mitad!de!los!estudiantes.!
!
Moore! (1994)! encontró! que! aún! pruebas! triviales! son! grandes! desafíos! para! ! estudiantes! de!
matemáticas! superiores.Por! su! parte! Dreyfus! (1999)! considera! injustificado! decir! que! los!
estudiantes! no! pueden! discutir! matemáticamente.! Así! menciona! diferentes! ejemplos,! que! aún!




estudiantes! de! matemáticas! y! su! capacidad! de! explicar! y! justificar.! En! esta! dirección! podemos!
decir! que! en! este! trabajo! nos! ocupamos! en! parte! de! esto! siguiendo! la! forma! de! justificar! y!
demostrar!un!problema!de!una!alumna!de!nuevo!ingreso!(en!un!estudio!exploratorio!reportado!en!
el! capítulo! siguiente)! en! la! universidad! en! diferentes! momentos.! Al! igual! durante! la!
implementación! de! la! ingeniería! didáctica! evaluaremos! los! progresos! de! los! estudiantes! en! sus!
explicaciones!y!justificaciones.!!
!
2.4.4.3.7 Argumentación- Demostración como unidad cognitiva 
!
Para! Balacheff! (1999)! la! argumentación! como! proceso! puede! ayudar! en! la! construcción! de! la!
demostración! y! la! argumentación! es! a! la! conjetura! lo! que! la! demostración! es! al! teorema.! Para!
Mariotti, Bartolini, Boero, Franca, & Rosella (1997),!el! teorema'matemático! se!define!como!un!
conjunto!compuesto!por!un!enunciado,!una!demostración!y!una!teoría!matemática.!Mientras!que!
para! Pedemonte! (2005)! conjetura! es! un! conjunto! de! un! enunciado,! una! argumentación! y! un!
conjunto! de! concepciones.! Pedemonte! (2002;! 2005)! sostiene! que! en! investigaciones!
experimentales!  Boero, Garuti, & Mariotti (1996);! ! Garuti, Boero, & Lemut (1998),! Mariotti  
(2001),! donde! se! organiza! conjeturaBargumentaciónBteoremaBdemostración! como! unidad!
cognitiva,! esta! organización! permite! comprender! las! dificultades! para! la! construcción! de! una!
demostración!y!para!localizar!sus!posibles!causas.!
!




2.4.5 Dimensión didáctica 
!












Partiendo! entonces! de! la! noción! paramatemática! que! se! ha! dado! a! la! demostración,!
comenzaremos! con! la! forma! en! que! actualmente! en! la! mayoría! de! los! centros! de! enseñanza!
universitaria! inician! los! estudiantes! su! contacto! con! la! demostración,! posteriormente!







Un! retrato! de! la! forma! en! que! los! estudiantes! aprenden! a! demostrar! nos! lo! proporciona! la!
experiencia! personal! de! Thurston! (1994).! Consideramos! que! poco! más! o! menos! así! lo! hemos!
enfrentado!la!mayoría!de!los!que!hemos!realizado!cursos!universitarios!de!matemáticas.!!
!
«Cuando! comencé! como! un! estudiante! de! licenciatura! en! Berkeley,! tuve! problemas! imaginando!
como! podría! "demostrar"! un! teorema! nuevo! e! interesante.! Realmente! no! entendía! qué! era! una!
demostración.!!




y! se! incluye! lo! que! se! cita! en! su! bibliografía.! Así! se! ! aprende! de! otra! gente! alguna! idea! de! las!





Al! principio! no! confiaba! de! este! proceso.! Dudaba! que! una! cierta! idea! realmente! estuviera!














énfasis! en! esta! parte! Bparticularmente! en! los! dos! apéndicesB! para! mostrarle! al! lector! cómo!
reconocer! los! ingredientes!estándar!de!un!argumento!matemático!en!una!presentación! informal!
de!una!demostración.!
Aquí! existe! una! analogía! válida! con! el! rol! que! juegan! los! algoritmos! tradicionales! en! aritmética!
elemental.!Es!importante!adquirir!familiaridad!con!ellos!para!entender!por!qué!trabajarlos!y!para!
qué!problemas!podrían,!en!principio!aplicarse.!El!autor!trata!esto!mismo!con!las!demostraciones,!y!
así! partiendo! de! la! idea! de! que:! comprendiendo! y! analizando! su! estructura,! el! estudiante!
desarrolla!la!capacidad!de!leer!y!entender!la!versión!más!informal!de!las!pruebas!que!se!encuentra!
en!los!libros!de!texto,!finalmente!sería!capaz!de!crear!sus!propias!demostraciones.!
Por! su! parte! Miguel! de! Guzmán! considera! necesario! un! curso! preliminar! donde! el! objeto! de!
estudio! sea! la! demostración!matemática.! En! su! libro! explica! diferentes! técnicas! para! probar! la!




de!manera! preliminar! dotando! a! los! alumnos! del!método! para! descubrir! y! comunicar! ideas! en!
matemáticas,!indica!otra!cosa.!Una!propiedad!característica!del!lenguaje!de!las!matemáticas!es!su!
precisión.! Presentada! adecuadamente,! una! demostración! no! debe! contener! ambigüedades:! no!
debe! existir! duda,! todo! debe! ser! correcto.! Desafortunadamente,! muchas! demostraciones! que!
aparecen! en! los! libros! de! texto! y! los! artículos! de! revistas! especializadas! no! son! presentadas! de!




como!en!el!aprendizaje!de!un!nuevo! lenguaje,! se!necesita!práctica!para!alcanzar! la! fluidez,!ellos!
proponen!ejemplos!y!ejercicios!diversos.!
Solow,! pretende! que! los! estudiantes,! adquieran! nuevas! habilidades! y! lenguaje! para! descubrir! y!
comunicar!nuevas!demostraciones!matemáticas! sin! conocerlas!previamente.!Aunque!el! objetivo!
es! admirable,! esto! no! le! quita! dificultad! para! alcanzarlo.! Su! primer! paso! en! esta! dirección! es!
empezar!a! leer!demostraciones!y!a!desarrollar!demostraciones!propias!de!hechos!ya! conocidos.!
Éste!ya!es!un!avance!que!contribuye!a!la!riqueza!del!entendimiento!matemático.!
Según! ambos! autores,! sus! propuestas! no! afirman! que! los! matemáticos! crean! sus! propias!
demostraciones!aplicando!de!manera!consciente!y!deliberada!los!métodos!ofrecidos!en!sus!textos,!
sin! embargo! sugieren! que! tenemos! una! mejor! oportunidad! de! enseñar! una! apreciación! de! las!
demostraciones! sistematizando! su! enseñanza,! ya! que! nuestro! presente! es! demasiado!
desorganizado,! los! procedimientos! están! basados! en! que! los! estudiantes! puedan! aprender! este!
difícil!arte!por!ósmosis.!
Franklin & Daoud (1988),!afirman!que!los!profesores!de!matemáticas!universitarias!hablan!de!la!
ausencia! ! en! los! estudiantes! de! conocimientos! previos! en! diferentes! tópicos,! como! la!
demostración,! que! usualmente! encabeza! la! lista! de! problemas.! Se! preguntan! por! qué! sus!
estudiantes,! al! leer! en! un! examen! “demuestre…”! ,! entienden! “pase! a! la! siguiente! pregunta”.!
Hablan! de! la! necesidad! de! la! demostración! en! las! carreras! vinculadas! con! la! matemática! y! la!
computación! y! de! la! urgencia! de! aprender! a! comprender! y! construir! pruebas! por! parte! de! los!






2. Las! técnicas! se! aplican! a! situaciones! problema! relacionadas! con! los! tópicos! usuales! del!
primer!año!de!matemáticas!universitarias!(cálculo,!álgebra!y!álgebra!lineal,!etc).!
3. En!todo!momento!el!contexto!y!la!motivación!se!tienen!en!mente.!





Van Asch (1993)!plantea!que!la!enseñanza!de!la!demostración!puede!servir!a!objetivos!generales: 
!De! aprendizaje:! ! 1)! aprende! cómo! formular,! cómo! encontrar,! y! cómo! analizar! argumentos.! 2)!
aprende!a!detectar! y! criticar! formulaciones! incorrectas!y!3)!a!distinguir!entre!una!demostración!
rigurosa!y!otros!procedimientos!verificativos,!como!ejemplos,!experimentos,!etcétera.!!




Por! otra! parte! Alibert & Thomas (1991)! describen! algunas! características! de! las! pruebas! que!




autores! consideran! que! así! se! pueden! mejorar! las! vías! de! comunicación! y! comprensión! que!
proporciona! el! estilo! clásico! lineal! de! exposición! de! las! demostraciones.! Por! último,! y! como!
alternativa!a! la!presentación! tradicional!de! las!demostraciones,!proponen! los!debates' científicos!
con!la!finalidad!de!capacitar!a!los!estudiantes!para!considerar!las!demostraciones!como!una!parte!
necesaria! del! proceso! científico! del! progreso! del! conocimiento,! en! lugar! de! un! ejercicio! formal!
realizado! por! el! profesor.! Su! diseño! consta! de! tres! etapas:! 1)! El! profesor! organiza! e! inicia! la!




Con! este! tipo! de! debates,! las! demostraciones! se! generan! por! medio! de! la! interacción! de! los!
estudiantes!y,!cuando!sea!necesario,!del!profesor.!En!consecuencia,! los!autores!distinguen!entre!




estudiantes! para! acceder! al! aprendizaje! de!matemáticas! abstractas! a! la! carencia! de! un!método!
propio! para! explicar! matemáticas! teóricas! y! plantean! métodos! para! remediar! tal! situación.! Es!
pertinente!por!lo!tanto!ajustar!estos!métodos!y!experimentarlos!sometidos!a!un!"control".!Para!tal!
ajuste! de! acuerdo! al! contexto! se! hace! necesario! conocer! las! dificultades! de! los! estudiantes,! en!
consecuencia!en!esta!tesis!se!realiza!un!estudio!exploratorio!del!medio!(descrito!en!el!capítulo!3)!y!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
13 Este estilo es también el propuesto por De Guzmán (2004), Solow (2004), Franklin y Daoud (1988). 
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El! recorrido! por! las! ideas! de! los! diferentes! autores! abordadas! en! este! capítulo! nos! permite!
visualizar!que!para!el!abordaje!de! la!DM!se!necesita:!1)! la!comprensión!de!un!enunciado,!desde!
diferentes! aspectos:!matemático,! lógico! y! semántico!2)! contar! con! la! infraestructura!básica!que!
nos!permita!la!concepción!de!las!primeras!ideas!y!las!ideas!claves!en!la!demostración,!3)!invocar!el!
conocimiento!previo!para!crear! los!enlaces!en! la!generación!de!conocimiento!nuevo,!4)!dominio!
de! las! técnicas! de! demostración! y! 5)! plasmar! de! manera! organizada! las! ideas! enlazadas! para!
concluir!la!demostración.!
De! la! misma! manera! para! leer! o! seguir! las! demostraciones! que! se! realizan! en! clase,! resulta!















En' este' capítulo' inicialmente' revisaremos' algunas' investigaciones' previas' que' nos' van' a' dar' la'
clave' sobre' las' dificultades' a' las' que' se' enfrentan' los' alumnos' cuando' tienen' que' realizar' una'




Alvarado & González (2009; 2010).'




restricciones' de' la' implementación.' Se' finaliza' con' un' análisis' a' priori' de' las' sesiones' diseñadas'
agrupadas'en'cuatro'bloques'de'acuerdo'con'su'propósito.'







Ahora! nos! ocuparemos! de! presentar! un! estudio! exploratorio! realizado! con! estudiantes! en! tres!
grupos!de!la!licenciatura!en!Matemáticas!Aplicadas!(LMA)!de!la!Universidad!Juárez!del!Estado!de!
Durango.!En!él!se!plantea!realizar!un!análisis!de! las!creencias,!concepciones!y!obstáculos! !de! los!
estudiantes!y!!su!interacción!con!la!DM.!Se!lleva!a!cabo!explorando!sus!producciones!dentro!de!sus!
exámenes! finales,! cuadernos! de! clase! y! eventualmente! otros! instrumentos! que! nos! permiten!
describir!su!actuación!en!torno!a!la!DM.!!
!
3.2.1 Participantes e instrumentos 
#
Para! este! estudio! partimos! del! supuesto! de! que! tenemos! estudiantes! que! desean! dedicarse! al!
estudio!de!la!matemática,!que!les!suena,!o!mejor!dicho!les!resulta!sumamente!familiar!la!palabra!
demostración! en! cualquiera! de! sus! modalidades! “demuestre' que…' ”,! “q.e.d.”,' “…así' hemos'











¿Un!estudiante!de!este!medio! construye! a!partir! del! conocimiento!previo!demostraciones! en! la!
materia!concreta?,!si!no,!¿porqué!no?!
¿Qué!esquemas!de!demostración!presentan!los!alumnos?!







estudiante! B! pero! carecen! de! rigor! para! mantenerlasB! e! influyen! de! manera! directa! en! su!
desempeño.! Entre! las! principales! características! podemos! decir! que:! 1)! están! asociadas! a! ideas!
personales,!2)!influyen!en!el!proceso!de!aprendizaje,!3)!tienen!un!valor!afectivo,!4)!Son!un!tipo!de!
conocimiento,! 4)! se! justifican! sin! rigor! alguno! y! 5)! Están! fundamentadas!más! en! lo! empírico! o!
intuitivo.!
Por! otro! lado! concepciones! se! evocará! adaptado! también! al! contexto! del! estudiante.! Las!
concepciones'consisten!en!la!estructura!que!cada!alumno!da!a!sus!conocimientos.!Este!concepto!
se! caracteriza! por:! 1)! ser! producto! del! razonamiento! y! entendimiento! de! un! determinado!















Consta! de! 3! reactivos,! dos! (1! y! 2)! corresponden! a! los! reactivos! 5! y! 6! del! instrumento! 1A,! pero!





14 Los instrumentos utilizados aparecen en el Anexo de Instrumentos. 
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Consta!de!9!preguntas!relacionadas!con!la!forma!en!que!entienden!la!DM,!su!interacción!con!ella!y!





6! y! 7)! acordes! con! los! contenidos! vistos! en! clase! y! otros! (12! y! 13)! para! explorar! la! forma! de!
relacionarse!con!la!materia!y!la!DM.!Las!5!cuestiones!se!anexaron!a!su!evaluación!final!sin!alterar!
el! funcionamiento! de! la! clase! pues! asumimos! que! introducir! ! de! esta! manera! los! reactivos!
ayudaría!a!que!los!estudiantes!no!lo!sintieran!ajeno!a!la!materia.!!




Al! día! siguiente!que! se! aplicó!el! segundo! instrumento! se!mantuvo!un!diálogo!por! separado! con!
cada!uno!de!los!estudiantes!donde!se!les!pedía!que!explicaran!el!por!qué!de!sus!respuestas.!A!lo!
largo! del! diálogo,! en! su! intento! por! explicar! lo! que! había! hecho,! el! estudiante! se! enfrentaba!

















con! cuadernos! de! clase.! Cuando! se! habló! con! ellos! para! ver! de! manera! voluntaria! quien!









Consta! de! 7! reactivos,! los! primeros! 5! propuestos! por! el! profesor! a! cargo! y! acordes! con! los!









que,! considerando! que! en! algún! sentido,! son! casos! especiales! pues! han! tenido! oportunidad! de!
formarse!en!cuanto!a!la!DM,!lo!que!no!es!común!a!todos!los!estudiantes.!No!se!aplicó!ningún!otro!






A! continuación! presentamos! los! concentrados! de! ! respuestas! de! los! instrumentos! utilizados,!
análisis! de! las!mismas,! así! como! una! descripción! y! justificación! de! los! reactivos! incluidos! en! el!
grupo!A15.!
#







En! el! primer! momento! del! estudio! exploratorio! participaron! 14! alumnos! del! grupo! A! antes!
descrito.!Su!examen!final!ordinario!(instrumento!1!A)!constituye!nuestro! !primer! instrumento!de!
recogida! de! datos! y! los! reactivos! incluidos! en! él! estaban! relacionados! con! implicaciones! lógicas!
(p→q,! si! p! entonces! q,! q! ocurre! si! p)! por! ser! una! de! las! estructuras! básicas! más! simples! para!
establecer!una!verdad!matemática.!!
Entre! las! tareas! correspondientes! a! cada! reactivo! se! les! pedía! que! seleccionaran! la! deducción!
válida! (por! definición! es! una! en! la! cual! la! conclusión! es! cierta! si! la! premisa! lo! es)! justificaran,!
argumentaran,!explicaran,!demostraran!según!el!caso!(variaba!el!género!de!la!tarea)!su!elección.!
Los!reactivos!propuestos!son!similares!a!los!propuestos!por!Wason!(1966)!para!sus!investigaciones!
sobre!el! razonamiento.!El! reactivo!6!conocido!como!tarea!de!selección!de!Wason,!es!uno!de! los!
problemas! más! importantes! inventados! por! él! y! ha! originado! múltiples! estudios! en! Psicología!
Cognitiva!(Evans, Newstead, & Byrne, 1993, C.4;!Wason & Jonhson-Laird, 1972;!Evans, 1982, C. 
9;!Wason, 1969; Wason & Golding, 1974;!Evans & Newstead, 1995).!!El!reactivo!5!fue!utilizado!por!
Hoyles & Küchemann (2002)! en! un! estudio! longitudinal! en! Inglaterra! con! estudiantes! de!

















































































q→p! la! afirmación! de! Sofía,! la! figura! BBB!
muestra! las! respuestas! clasificadas! de! la!
cuestión! a).! ! De! la! misma! manera! se!
realizaron! diagramas! para! las! otras! tareas,!
con!la!finalidad!de!establecer!categorías!de!
análisis.! Tales! diagramas! los! omitiremos! y!










Ib)! Presenta! un! escrito! donde! identifica! conceptos! y/o!
resultados!previos! implicados!en! la! tarea!pero! los! invoca!
de!manera!que!no!le!ayudan!en!la!demostración.!Ejemplo:!!
E10B5c).!Si,'pues'si'la'suma'es'par'entonces'el'producto'es'




1) La! implicación! es! equivalente! con! su! recíproco,! es!
decir! no!encuentra!diferencia! entre!p→q! y!q→p.! La!
implicación! no! es! equivalente! con! la! contrapositiva!
es!decir!no!diferencia!p→q!de!¬q→¬p.!En!cualquiera!
de! los! dos! casos! invocando! ejemplos.! (EP/EG) 16 .!
Ejemplo:! E8B5c)! Si' multiplico' 7x3=21' y' 5x5=25;' y'
Ca)! Sólo! identifica! la! respuesta! pero! no! ofrece!
argumentación.!
Cb)! En! su! argumentación! se! reconoce! la! referencia! a!
conceptos! y/o! resultados! previos! implicados! pero! no! los!
utiliza! bien! en! la! demostración! y! se! tiene! una!
interpretación! semiótica! y/o! semántica! ! errónea! del!
enunciado.!Ejemplo:# #E1!para! la! cuestión!7b)!dice!que! la!
conclusión! es! correcta! y! ofrece! esta! justificación!
(P˄Q)→r;' ¬r' por' tanto' (P˄¬Q);' aplicando'Modus' Tollens'
¬P˄Q' y' aplicamos' negación' ¬¬P˄¬Q;' así' P˄¬Q.! (En! la!
traducción!realizada!entiende!que!tiene!tres!enunciados)#
Cc)! La! implicación! y! su! recíproco! son! distintos! (I≠R).!
Implicación! equivalente! con! la! contrapositiva! (I≈C)# ! en!
base!a!caso!particular.!(EP/EG).!
Cd)! La! implicación! y! su! recíproco! son! distintos! (I≠R).!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
16(EP) Ejemplo Particular - (EG) Ejemplo Genérico. 
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sumo'y'resulta'10'y'10.!
2) La! misma! situación! que! en! 1)! pero! sin! datos!
específicos.!Ejemplo:!E7!contesta!para!6!que!A!es! la!
tarjeta! y! justifica,! p(x):=x' tiene' vocal;' q(x):=x' tiene'
número' impar'en'el' lado'opuesto,' entonces'el'único'
caso' en' que' se' verifica' o' es' falso' es' si' p(A)→q(x)'
aplicando' valores' de' verdad' (1,1)→1.' ! ' E4! en! 5! a)!
responde! Si,' pues' es' lo' mismo' pero' se' invierte' el'
sentido.!
Otro! ejemplo! de! esta! categoria! es! la! falacia:! la!
implicación! es! igual! que! la! implicación! negando!
antecedente!y!consecuente,!es!decir!p→q!y!¬p→¬q.!
cuando!E3B7b)!Si,'porque'siempre'x2='y2entonces'x=y;'
luego' siempre' x2≠' y2' entonces' x≠y.! (Nótese! que!
justifica!de!manera!errónea)!




par.! También! E8B6! responde! A→Impar;Vocal→7' para' el'
primer'caso' los'valores'de'verdad'son'(1,1)y' (1,0)'para'el'




Implicación! equivalente! con! la! contrapositiva! (I≈C)# en!
base! a! explicación! incompleta! pero! relacionada! con! la!
tarea!y!tiene!alguna!debilidad.!
Ejemplo:! En! este! caso! la! debilidad! de! E14! es! que! algún!
enunciado!presentado!en!7a!y!7b!no!se!justifica!o!bien!se!
justifica!de!manera!inapropiada.!La'conclusión'es'correcta'
ya' que' dice' que' si' le' está' pasando' algo' a' alguien,' sufre'
una' cosa,' pero' si' no' sufre' esa' cosa' no' le' esta' pasando'





el! lenguaje.! Ejemplo:! E8! en! 5! a,! usa! un! lenguaje!
inapropiado! al! traducir! las! proposiciones! “Óscar' S→P' y'
Sofia'P→S”!con!S!se!refiere!a!“! la!SUMA!de!dos!números!
dados! es! PAR”! y! con! P! a! “el! PRODUCTO! es! IMPAR”! sin!
embargo!no!lo!hace!explicito,!juega!con!valores!de!verdad!
pero! sin! comentarios! adicionales! y! concluye! de! manera!
correctaSofía! dice:! Si! el! PRODUCTO! de! dos! números! es!
IMPAR,!su!SUMA!es!PAR.!!
Cf)! Su!demostración!es!consistente!y! completa.!Ejemplo:!
La! demostración! de! E2! en! 5c)! p(x,y):=x+y' es' par;'
q(x,y):=x*y' es' impar.' Para' todo' x,y' [p(x,y)→q(x,y)]' la'








CLAVE# P5a# P5b# P5c# P5d# P6# P7a# P7b#
E1! Ia# Ia# Ia# Ia# Ia# Cb#(Cd)# Ia#
E2! Ce# Ce# Cf# Ce# Id# Cf# Cf#
E3! Ia# Ic1##(EP)# Ic1##(EP)# Ia# Ic2# Cf# Ic2#
E4! Ic2# Ia# Ic1##(EP)# Cc#(EP)# Ic2# Ce# Cd#
E5! Ia# Ca# Ia# Ca# Ia# Ca# Ic2#
E6! Ia# Ia# Ia# Ia# Ia# Ia# Ia#
E7! Ia# Ca# Id# Cc#(EP)# Ic2# Ca# Ia#
E8! Ce# Ic1(EP’s)# Ic1(EP’s)# Ic1(EP’s)# Id# Ce# Ce#
E9! Ia# Ia# Ia# Ia# Ia# Ia# Ia#
E10! Ia# Ia# Ib# Ib# Ia# Ce# Ic2#
E11! Cd# Ia# Ia# Ia# Ia# Ca# Ia#
E12! Id# Ia# Ic1(EP)Id# Cc(EP)Id# Ca# Cf# Ia#
E13! Ia# Ia# Ca# Ia# Ia# Ia# Ia#












Consiste! en! probar! la! validez! de! ciertos! argumentos,!mediante! varios!métodos! y! hay! que! tratar! de! simbolizar! estos!
argumentos! en! un! lenguaje! matemático! para! facilitar! su! manejo! (E8,! E7,E14);! Uso! adecuado! del! lenguaje! (E4,E6);!
Entrenar!el!razonamiento!y!la!comprensión!(!E2,E3,E10,!E11,!E12);!Reflexionar!(E1);!Consiste!en!probar!si!es!verdadero!o!








































enunciados! y! plantea! tres!
casos!particulares!de!inicio!
tomando! en! cuenta! los!
siguientes!criterios:!
Sobre! su! conclusión! se! da! cuenta!
que! I)! no! es! necesario! pues! cae! o!
bien! en! II)! o! en! III)! y! al! tratar! de!
explicar! su! repuesta!menciona! que!
le!faltó!incluir!el!caso!de!un!número!
parBnúmero! impar! y! además!
reconoce!que! los!casos!particulares!
no! le! cubren! la! generalidad.! Así!
BEl!avance!del!segundo!al! tercer!momento!
es! que! ya! no! plantea! casos! particulares! y!
asigna!a!un!par!la!forma!2x!y!a!un!impar!la!
forma!2x+1.'
BSe! aprecia! que! no! esta! tomando! la!
hipótesis!o!antecedente!(Si'la'suma'de'dos'
números'es'par)'!en!cuenta,!pues!de!ser!así!!







concluye! que! si! se! tienen!
2!números!impares!ambos!
argumentos! son!
verdaderos! y! son! falsos! si!
los!números!son!pares.!
!







En! I)! concluye! que! no! se! cumple!
dado! que! la! suma! es! par! (satisface!
la! hipótesis),! pero! el! producto!
también!lo!es!(no!cumple!la!tesis).!
En! II)! concluye! que! se! cumple! a)!
pues! la! suma! es! par! (satisface! la!
hipótesis)! y! el! producto! es! impar!
(satisface!la!tesis).!
En!III)!la!suma!impar!(no!satisface!la!
hipótesis)! y! el! producto! par! (no!
satisface! la! tesis)! por! tanto! no!
cumple.!
Acaba! concluyendo! que! si! los! tres!
casos! se! cumplieran! sería! válido,!
pero!no!es!así,! en! consecuencia!no!
es!válido.!!!
satisfacen! la! hipótesis! y! como! falla! I)! el!
argumento!es!falso!en!general.!
!BLa!respuesta!final!no!es!válido!es!correcta!
pero! llega! a! ella! cometiendo! errores!
lógicos.!
BEn! el!mismo! reactivo! en! b)! considera! los!
mismos! casos! I),! II)! y! III)! y! siguiendo! el!
mismo! razonamiento! concluye! que! I)! no!
cumple,! II)! si! cumple! y! III)! no! cumple.!
Finalmente!llega!a!que!el!argumento!no!es!
válido!por!no!satisfacer!los!tres!casos.!
BDe! igual!manera! se! aprecia! que! no! toma!
en!cuenta!que!debe!satisfacer!la!hipótesis,!
es!decir,!si'el'producto'es'impar,!esta!parte!
sólo! la! satisface! el! caso! II)! así! que! I)! y! III)!
quedan! descartados! y! como! en! II)! el!
consecuente! o! tesis! …la' suma' es' par! se!
verifica! el! argumento! b)! y! por! lo! tanto! es!
verdadero.!
!
Reactivo' 2.! voltear! H! y! 7!
pues!la!regla!se!cumple!sin!
importar! el! valor! de!
verdad! del! consecuente! y!
para! el! 7! no! importa! el!




Después! del! segundo!momento! en!
el! diálogo! se! le! pide! que! vuelva! a!
razonar! este! reactivo! (que! ya!
aparecía!en!el!primer!instrumento).!!
Lo! primero! que! hace! es! traducir! al!
lenguaje! simbólico! y! obtiene! la!
forma! P→Q.! Toma! los! 4! casos! de!
tarjetas! poniendo! A! y! H! como!
antecedentes! (P)! y! cuyo!
consecuente!no!esta!definido!y!a!4!
y! 7! como! consecuentes! (Q)! ligados!
a!antecedentes!no!definidos.!Asigna!
valores! de! verdad! y! concluye! que!
debe!voltear!A!y!4.!
Al! tratar! de! explicar! su! respuesta! del!
segundo! momento! se! da! cuenta! que!
precisamente!por!esta!explicación,!de!esas!
dos!tarjetas!no!importa!saber!que!tienen!al!
reverso.! Concluyendo! de!manera! correcta!
que! las! tarjetas! que! deben! ser! volteadas!
son!Ay!4.!
La! respuesta! muestra! un! avance!
significativo!en!relación!con!su!abordaje!en!
el!instrumento!1,!donde!en!el!concentrado!
de! respuestas! se! puede! apreciar! que! su!
respuesta!fue!7.!
!
Reactivo' 3.! Tiene! como! hipótesis! que! el! área! del! triángulo!
rectángulo! es! z2! /4! donde! z! es! la! hipotenusa! se! le! pide! que! a!
partir!de!eso!pruebe!que!el!triángulo!es!isósceles.!Confunde!P→Q!
con!su!conversa!Q→P!y!prueba!de!esa!manera.!
Se! decide! incluir! este! ejercicio! que! no!
aparece!en!el!primer!instrumento!para!ver!
como! se! desempeñan! al! enfrentar! un!
ejercicio! que! pide! directamente! que!
demuestren!de!manera!formal,!además!de!
ser!de!geometría.!El!comentario!de!E8!fue!
“intenté' traducir' al' lenguaje' simbólico' y'






















sin! asignar! valores!de! verdad!
en! todos! los! casos,! mientras!
que! en! el! segundo!
instrumento! su! universo! es!
{1,2,4}! y! explora! en! detalle!
todos!los!casos.!
Reactivo'2.!Aquí!E2!entiende!la!regla!“Si'
una' tarjeta' tiene' una' vocal' ‘al’' lado'
(izquierdoRderecho),' entonces' tiene' un'
número' impar' en' el' lado' opuesto'
(reverso'de'la'tarjeta)”.!Cuando!se!habla!
de!lados!hacemos!referencia!a!las!caras!
de! la! tarjeta! y! no! a! las! tarjetas! de! al!
lado.! De! la! forma! en! que! entiende! la!
regla! procede! a! traducir! a! lenguaje!
simbólico! con! p(x,v):=x' tiene' vocal' al'
lado' ;' q(x):=x' tiene'número' impar' en' el'
reverso.' Así! explora! los! casos! de! las! 4!
tarjetas,!asigna!valores!de!verdad,!usa!el!
conectivo! ˄! y! concluye! que! solo! la!
tarjeta!H!debe!voltearse.'
!
En! este! momento,! se! modifica! el!
problema! y! se! le! pide! que!
considere! las! tarjetas!divididas!con!
la! apariencia! de! una! ficha! de!
dominó,! en! la!mitad!de! la! primera!
tarjeta! se! muestra! la! A! y! la! otra!
mitad! se! encuentra! cubierta,! de! la!
misma! manera! las! siguientes!
tarjetas! muestran! en! una! mitad! a!
H,! 4! y! 7! y! la! otra! mitad! cubierta.!
Ahora! la! pregunta! es! cuáles!
tarjetas! debe! descubrir! para!
comprobar! que! la! regla! dada! es!
verdadera!o!falsa.!De!esta!manera,!
E2!responde!correctamente!que!las!
tarjetas! A! y! 4! son! las! que! deben!
“descubrirse”.! Justifica! diciendo!
que! si! A! tiene! un! número! par! la!
regla! no! se! cumple! y,! de! igual!
manera! si! el! 4! tiene! una! vocal! del!
otro! lado! no! se! cumple! la! regla.! Y!
además! no! importa! lo! que! tengan!
la!H!y!el!7!pues,!no!se!enuncia!regla!
sobre! las! consonantes;! y! el! 7,! de!
igual! forma! no! importa! que! tenga!
si! vocal! o! consonante,! pues! si! es!
vocal! la! regla! se! cumple! y! si! es!
consonante!también.!
!
Al! igual! que! en! el! primer!
instrumento! interpreta! de!
manera!errónea!el!enunciado!
y! a! partir! de! ahí! justifica!
‘bien’!su!respuesta.!
Por!la!manera!de!justificar!en!
la! última! parte! del! tercer!
momento! nos! damos! cuenta!
que! no! tiene! problemas! con!
la! interpretación! de! las!
implicaciones! es! decir! no!












soltura! el! ejercicio! 3.! Sin!
embargo! en! otras! áreas!
recurre!a!casos!particulares!y!
búsqueda!de!contraejemplos,!
aunque! exhibiendo! más! de!








Reactivo' 1.! Traduce! a! lenguaje! simbólico! definiendo! p:=suma;'
q:=es'par;'r:=producto;'s:='impar'y't:=dos'números.'!Luego!asigna!
al! argumento! a)! con! [(t˄p)→q]→(r→s)! experimenta! con! casos!
particulares! y! asigna! valores!de! verdad!al! caso! (5,3)! y! concluye!
que! se! cumple! sólo! cuando! se! suman! 2! números! impares,!
aunque! no! lo! plasma! en! el! papel,! cuando! se! le! cuestiona! dice!
que!cuando!uno!de!los!números!es!par!no!se!cumple.!
Para! b)! concluye! que! es! verdadera! por! las! ‘demostraciones’!







hay! (descartando! la! A! que! ya! aparece! le!
quedan! 4! disponibles).! No! avanza! más! y!
no! justifica.! Al! tratar! de! explicarme! su!
solución!dice! ‘descarto'A'porque' ya' tiene'
vocal,'luego'a'H'no'le'asignaría'vocal'pues'
ya' tiene' consonante,' 4' no' le' toca' vocal'
pues' es' par' y' 7' tiene' 4' vocales'
disponibles.’' Parte! de! que! la! regla! es!
válida! y! se! ocupa! de! que! vocales! puede!
tener!el!7.!
Reactivo*3.!En!este!ejercicio!realiza!un!esquema!muy!parecido!
a! un! triángulo! equilátero,! el! argumento! tiene! la! forma!P→Q,!
pero! toma!como!hipótesis!a!Q! y!parte!de!que!el! triángulo!es!
isósceles!y!así!x=y,! luego!usa!una!hipótesis!presente!en!P,! es!





Escribe! poco! y! al! tratar! de! explicarlo!
podemos! reconstruir! lo! que! piensa.! De!
acuerdo! a! las! respuestas! ofrecidas! por!
él,! en! los! instrumentos! 1! y! 2! nos! deja!









Escribe! poco! y! al! tratar! de! explicar!
nos! damos! cuenta! que! entiende! el!
argumento! a)! implica! el! argumento!
b),! asigna! valores! de! verdad! y! de!

















matemáticos'para'describir'el' comportamiento'de'diversos' fenómenos'de' la'naturaleza'y' cómo'es'que' las'
diversas'ecuaciones'de'distintos'tipos'encajan'a'la'perfección'cuando'se'describen'estos'fenómenos.'
E2# En'primer' lugar' que'me'gustan' y' se'me' facilitan.' Luego,' que' con' ellas' veo'que'me'puedo'adentrar' en'
distintas' áreas' del' conocimiento;' y' así,' conocer' más' sobre' todo' aquello' que' no' conozco.' Además,' me'
gustaría'realizar'investigaciones'que'ayuden'y'sirvan'para'el'progreso'de'la'humanidad.'''
E4#Los'posibles'cálculos'que'podría'realizar'en'diferentes'áreas.'



















E8' El' acercamiento' se' dio' a' través' de' los'maestros,' nunca' antes' había' tenido' que' demostrar,' ya' que' las'


















































forma! en! que! tienen! los! apuntes! sigue! el! esquema! definición,! ejemplos,! teoremas,! lemas,!
demostraciones,!corolario!!y!el!patrón!se!vuelve!a!repetir!entrelazando!los!conceptos!y!resultados!
anteriores!para!apoyar!nuevas!definiciones,! teoremas! ! y!demostraciones.! Esta! forma!“lineal”!de!






Por! otra! parte! el! valor! otorgado! a! los! recursos! para! los! temas! estudiados,! los! estudiantes! lo!
centran! en! los! apuntes! de! clase.! Se! percibe! que! pocas! veces! centran! su! atención! en! los! textos!
sugeridos! y! utilizados! por! sus! profesores.! Esto! es! una! debilidad! pues! en! algunos! casos! dichos!
textos!se!ocupan!de!explicar!la!cultura!de!fondo!de!los!conceptos!y!resultados!estudiados,!aunque!
presenten!de!forma!“lineal”!el!conocimiento!desechando!las!exquisiteces!secretas!de!las!primeras!
ideas.! Este! es! un! fenómeno! que! ocurre! dada! la! forma! de! comunicar! el! conocimiento! en! la!
comunidad! matemática! y! los! estándares! requeridos.! Esto! crea! una! barrera! de! entrada! para! el!
acceso! de! los! estudiantes! a! textos! y! artículos! de!matemáticas,! pues! se!muestran! desalentados!






las' ecuaciones' se'me'daban'para'usarlas' y'no'para' comprobar' si' eran' ciertas.'Así' es'que' sólo'a'
través'de'ellos''empecé'a'usar'las'demostraciones.”'(E8)'







seguir!una!demostración!de! la!que!habla!el!profesor,!a! leerla!y! leerla!mucho!más!que!realizarla.!
“Demuestra”!es!un!verbo!que!crea!un!conflicto!en!el!alumno.!En!esta!parte!podemos!destacar!que!




la! importancia!de! la!demostración!en!matemáticas,!el! lenguaje!utilizado,! las! formas!de!enunciar!
los! resultados,! los! cuantificadores,! ! las! técnicas! de! demostración,! cuándo! utilizarlas,! como!
escribirlas,! etc.! Se! enfrentan! a! ellas! una! vez! que! cursan! los! primeros!módulos! y! de! esa!manera!
entienden!que!hay!que!demostrar,! sin!darle!el! sentido!real!a!este!hecho.!Algunas! respuestas!en!
esta!dirección!dadas!por!los!estudiantes!son:!
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situación.! No! hay! una! interpretación! de! la! situación! presentada! para! identificar! y! entender! el!







un! examen)! y! lo! consideran! confiable! considerando! la! procedencia! (el! texto,! el! profesor,! sus!
apuntes! o! un! compañero)! y! la! forma! de! presentación! (simbólica,! o! por! las! palabras! empleadas!










En! el! caso! del! problema! de! las! tarjetas! (reactivo! 6! en! el! instrumento! 1! A! y! 2! en! el! 2! A! )! es!
interesante!analizar!por!qué!ningún!estudiante!llega!a!la!respuesta!correcta.!La!dificultad!con!que!
se! aborda! este! problema! reside! en! que! los! alumnos! no! encuentran! equivalencia! entre! p→q! y!
¬q→¬p!así!que! !se!concentran!en!pensar!que!sólo! interesan! las! tarjetas!que!tengan!vocal!de!un!
lado,! para! verificar! si! tienen! o! no! número! impar! del! otro.! ! Con! esto! se! olvidan! que! comprobar!
aquellas! que! no! tengan! número! impar! de! un! lado.! Esto! puede! asociarse! a! que! el! método! de!
reducción!al!absurdo!aún!no!está!incorporado!como!proceso.!
Este!problema!en!el!segundo!momento!fue!resuelto!correctamente!por!dos!de!los!estudiantes!E2!y!
E8.! ! Con! E2! en! el! diálogo! introspectivo! de! la! producción! del! segundo! momento! se! puso! de!
manifiesto! que! se! produjeron! algunas! imprecisiones! en! la! percepción! del! enunciado,! así! que!
replanteando! la!situación!como!se!muestra!en! la!tabla!de!respuestas,!(columna!tercer!momento!
en! relación! al! reactivo! 2)! el! estudiante! llega! a! la! respuesta! correcta.! En! el! caso! de! E8,! desde! el!
primer! intento!aplica! lo!aprendido!en! la!clase!y!asigna!valores!de!verdad,!construye!tablas,!pero!
falla!al! interpretar! los! resultados.!El! fallo!persiste!en!el! segundo!momento,!pero!después!de!sus!
intentos!por!explicar! la! solución! corrige! la! interpretación! final! y! concluye!exitosamente.! En!este!
caso! se! desvela! la! forma! de! trabajar! del! estudiante,! que! aplica! lo! aprendido! pero! aún! falta! la!
comprensión!global!del!proceso!y!el!reconocimiento!del!significado!del!problema!(en!el!anexo!se!
pueden!ver!las!producciones!de!E8).!!
De! las! producciones! de! los! estudiantes! podemos! destacar! la! dificultad! para! plasmar! las!
argumentaciones!en!forma!ordenada!y!comprensible.!En!el!segundo!y!tercer!momento!se!le!pidió!
a!E8!que!escribiera! sus! soluciones!al!problema!1!de! forma!que!alguien!más! las! leyera!y!pudiera!
interpretarlas.!Se!muestra!un!avance!en!la!organización!del!problema!y!lo!que!quiere!transmitir!sin!
embargo!presenta!la!debilidad!de!que!no!usa!la!hipótesis!para!concluir.!





hace! que! los! estudiantes! no! se! vean! confrontados! con! la! demostración! como! forma! de!
convencimiento!y!no!consideren!la!posibilidad!de!realizarlas!para!convencerse.!!
!
Las!características!presentadas!en! las!producciones!de! los!estudiantes! se!pueden! resumir!en! los!
siguientes!puntos:!
!














13.! Confusión! entre! técnicas! de! demostración! (reducción! al! absurdo,! método! deductivo,!
contrapositivo,!etc)!y!propiedades!de!números!(conmutativa,!distributiva,!etc)!
!
3.2.3 Estudio de un caso del grupo A 
'
En! este! estudio! de! caso,! reportado! en! Alvarado! &! González! (2010)! se! describe! y! se! analiza! la!




3.2.3.1 Análisis de datos 
!
Para!el!análisis!de!datos,!utilizaremos!el!modelo!de!Toulmin!(1958)!con!la!intención!de!analizar!y!
documentar! los! progresos! de! los! estudiantes! al! enfrentar! un! problema! relacionado! con! la!
demostración! matemática.! Este! modelo! para! el! análisis! de! argumentos! considera! seis!
componentes!básicas:!1)!Los!datos'o'bases! (B)!son!los!fundamentos!sobre! los!cuales!descansa!el!
argumento;! 2)! La' proposición' o' pretensión! (P)! es! el! enunciado! del! que! el! argumentador! desea!
convencer!a!su!audiencia;!3)!La'garantía'o'justificación!(J)!establece!la!conexión!entre!los!datos!y!
la! conclusión! por! ejemplo! mencionar! una! regla,! una! definición! o! utilizar! una! analogía;! 4)! el!
respaldo!(R)!que!sirve!de!sostén!a!la!garantía!y!su!función!es!la!de!presentar!una!mayor!evidencia;!
y!5)!el!cualificador'modal!(C)!que!es!un!enunciado!que!indica!el!grado!de!fuerza!o!de!probabilidad!







de! la! licenciatura!en!Matemáticas!Aplicadas!de! la!UJED,!grupo!A!del!apartado!anterior.!Cursa! las!
materias!básicas!de!cálculo!diferencial!e!integral!I,!geometría!analítica!I,!álgebra!superior!I,!lógica!
matemática! y! las! complementarias! de! filosofía! de! las!matemáticas! e! inglés.! Es! una! alumna! que!
muestra!una! gran!dedicación! y!un!buen!avance! académico.! Este! estudio! tiene! lugar! en! relación!
con!la!materia!de!lógica!matemática.!!
Se! realizaron! tres!aproximaciones!para! la! recogida!de!datos:! la!primera!con! todo!el!grupo!A! (14!
estudiantes)!y!las!siguientes!sólo!con!cuatro!estudiantes,!entre!ellos!Nancy!una!estudiante!que!en!
apariencia!tenía!un!buen!manejo!de!los!contenidos!de!la!materia!de!lógica!matemática!(opinión!de!
profesores,! desempeño! en! el! aula,! producciones! y! exámenes)! y! sin! embargo! mostró! algunas!
dificultades! con! la! demostración! manteniendo! sus! inconsistencias! y! errores! a! lo! largo! de! los!





La! primera! aproximación! se! realiza! a! través! de! un! examen! diseñado! en! coordinación! con! la!
profesora!de!su!grupo!de!clase!que!constaba!de!13!ejercicios!y! tenía!como! finalidad!evaluar! los!
contenidos!estudiados!hasta!el!momento!(en!el!cuarto!mes).!En!este!apartado!nos!centramos!sólo!
en! uno! de! esos! ejercicios19!.! Se! trata! de! un! problema! que! se! prestaba! a! un! simple! manejo!


















Nancy!realiza! la!traducción!de! la!situación!de!partida!al! lenguaje! lógico!(figura!1)!y!a!partir!de! lo!







En! la! parte! c),! explora! casos!
particulares!con!las!parejas!de!
números! (7,3),! (5,5)! y! (17,1),!
primero! los! multiplica! y!
después! los! suma! y! falla!
determinando!que!es!válida!la!
afirmación! de! Óscar.! En! esta!
parte,! cabe! destacar! que!
selecciona! para! sus! casos!
exclusivamente! parejas! de!
números! impares!y!el!orden!en!que!realiza! las!operaciones!no!es!el!esperado!de!acuerdo!con! la!
afirmación!de!Óscar!(está!confundiendo!antecedente!y!consecuente).!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
19[1] Este problema fue utilizado en un estudio por Hoyles & Küchemann (2002)  
Figura 1. Actuación de Nancy en el primer momento#
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Para! el! apartado! d),! nuevamente! intenta! comprobarlo! con! casos! particulares! (3,5)! y! (2,4)!




Para!analizar! las!respuestas!de!Nancy!utilizamos!el!esquema!de! la! figura!2!en!el!cual!se!muestra!
cómo!a!partir!de!los!datos!presentes!en!la!base!o!hipótesis!B!se!llega!al!enunciado!P,%utilizando!las!
argumentaciones! que! aparecen! en! la! justificación! J,! que! a! su! vez! se! sostiene! en! un! respaldo!R.!
Finalmente!aparece!un!cualificador!modal!C,!que!nos!indica!el!grado!de!fuerza!o!convencimiento!
que! muestra! Nancy! al! indicar! si! el! resultado! es! o! no! cierto.! En! primer! lugar! se! presenta! la!
respuesta!dada!al!ítem!a),!a!continuación!la!del!ítem!b)!y,!en!último!lugar,!como!d)!es!recíproco!de!
c),!se!utiliza!un!único!gráfico! intercambiando! !B!y!P,% ! indicándose!esta!circunstancia!mediante!el!
cambio!de!sentido!de!las!flechas.!
!






y! falla! en! las! implicaciones! verificando! a! través! de! ejemplos! primero! consecuente! y! después!



















momento! anterior,! cambia! ahora! a! una! forma!más! compleja! totalmente! innecesaria.! Podemos!
destacar! que! comprende! las! tablas! de! verdad! y! las! utiliza! correctamente! pero! continúa!
requiriendo! la! confirmación!mediante! el! uso! de! casos! particulares! y! para! ello! utiliza! las! parejas!
(7,7),! (5,3)! y! (4,8).!Cuando!comprueba!con! la!pareja! (4,8)!el!apartado!a),!después!de!asignar! los!
correspondientes! valores! de! verdad,! encuentra! que! la! conclusión! es! falsa!mientras! que! para! el!
apartado!b)! comprueba!que!es! verdadero,! pero! lo! descarta! en! virtud!de!que!el! antecedente! es!
falso,! es! decir,! el! producto!de! (4,8)! no! es! impar.!Así,! aunque!en! la! tabla! de! verdad!encierra! los!







Figura 3. Actuación de Nancy 
en el segundo momento#
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Figura 4. Análisis del segundo momento#
#
En! la! figura!4,! además!de! los!elementos!que! se! incluyeron!en! la! figura!2,! entra!en! juego!O! que!
hace!referencia!a!las!objeciones!que!tiene!Nancy!para!que!sea!verdadera!la!proposición.!Se!puede!
apreciar!que!en!la!parte!a)!no!reconoce!el!papel!condicional!de!la!hipótesis!y,!para!ella,!(4,8)!no!es!





Al! día! siguiente! de! la! aplicación! del! segundo! instrumento! (segundo!momento),! se!mantuvo! un!
diálogo!por!separado!con!cada!uno!de!los!estudiantes,!en!particular!con!Nancy.!En!dicho!diálogo!
se! le! pedía! que! explicara! el! porqué! de! sus! respuestas! en! los! exámenes! y,! así,! se! enfrentó!
progresivamente! con! las! incoherencias! de! sus! decisiones! lo! que! nos! permitió! entender! cómo!
estaba! procesando! la! solución,! y! el! porqué! de! sus! errores.! Cuando! se! le! pregunta! por! la!
justificación!ofrecida!se! remite!a! los!ejemplos!«creo'que' los'argumentos'son' falsos'con'números'
pares'porque'en'el'primero' con'dos'pares'no'me'da'producto' impar' como'con'2' y'2' […]' y' en'el'
segundo'con'4'y'con'8'no'cumple'con'lo'primero'que'debe'cumplir'(producto'impar)».'!Cuando!se!le!
indicó! que! con! un! ejemplo! no! probaba! la! verdad! de! un! argumento,! señaló!«no,' pero' se' puede'







En! este! momento! expresa! sus!
argumentaciones! mediante! frases!
completas! y! con! casos! genéricos!
expresados! mediante! fórmulas,!
dejando! atrás! el! uso! de! símbolos! no!
explicados! o! la! referencia! a! ejemplos!
particulares.!
!
En! el! apartado! b),! además! de! ciertos!
errores! algebraicos,! se! puede!
observar! que! para! los! casos! 1! y! 3,!
Nancy! no! tiene! en! cuenta! el! papel!
condicional! de! la! hipótesis,! es! decir,!
que!tiene!que!partir!de!números!cuyo!
producto! sea! impar,! o! bien! tener! en!
cuenta!que!una! implicación,!P→Q,!es!
verdadera! cuando! P! es! falsa! sin!
importar!el!valor!de!verdad!de!Q.! Sin!




entre! el! razonamiento! lógico! utilizado!
para! establecer! la! verdad! de! la!
implicación!y!su!correspondiente!tabla.!
Figura 6. Parte de la actuación de Nancy en el tercer momento#
Figura 5. Parte de la actuación de Nancy en el tercer momento#
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Veamos! ahora! qué! justificaciones! son! correctas,! cuáles! no! lo! son,! qué! imprecisiones! comete! y,!
finalmente,!daremos!una!posible!explicación!de!la!argumentación!utilizada.!
En! J1! la! justificación! es! correcta! y! el! manejo! de! tablas! de! verdad! que! Nancy! muestra! en! su!
actuación! es! correcto,! en! particular! en! relación! con! la! implicación.! Esto! se! aprecia! en! el! primer!
momento! cuando! tiene! claro! que! p→q! y! q→p! tienen! tablas! de! verdad! diferentes! y! contesta!












Por! otra! parte! en! (J5,# J6)# las! justificaciones! dadas! son! acertadas! pero! imprecisas,! pues! en# J5! no!
menciona! que! basta! un! contraejemplo,! en! ese! caso! el! (4,8),! para! determinar! la! falsedad! de! la!
implicación.!No!hay!una!comprensión!de!que,!como!esa!afirmación!se!está!haciendo!para!todos!los!
pares!de!números!enteros!que!cumplan!que!su!suma!es!par,!y!tal!afirmación!es!universal,!un!solo!
contraejemplo! servirá!para!mostrar! la! falsedad!del! enunciado.! En!otras!palabras,!Nancy!debería!
tener!conocimiento!de!que!la!negación!de!una!declaración!universal!es!existencial.!Sin!embargo,!
para! ella,! la! existencia! de! un! grupo! de! excepciones! no! determina! la! falsedad! o! verdad! de! una!
implicación.! Otra! imprecisión! en! J6#es! determinar! la! verdad! de! la! recíproca! basándose! en! casos!
particulares.!Tanto!en!(J5,!J6)!como!en!J1#las!tablas!de!verdad!cumplen!un!papel!crucial.!
En!cuanto!a!la!verificación!por!medio!de!la!comprobación!en!casos!particulares!de!las!propiedades!
enunciadas,! podemos!destacar!que! si! bien!en! (J2,! J3,#J4)! no! se!pide!demostrar! y!pueden!dar!una!
respuesta!a!partir!de!verificaciones!empíricas,!este!tipo!de!!!justificaciones!siguen!apareciendo!en!
(J5#,J6)!aunque!se!pida!“demostrar”,!es!decir!Nancy!no!es!consciente!de!que!la!comprobación!de!las!
proposiciones! para! un! número! finito! de! casos! no! bastará! para! establecer! la! verdad! general.!
Además,!al! igual!que!en!otras! investigaciones! (Healy!&!Hoyles,!2000;!Fishbein!&!Kedem,!1982!y!
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Vinner,! 1983)! ya! citadas! al! principio! del! capítulo! en! la! revisión! de! literatura,! se! comprueba! la!
ausencia! del! dominio! del! lenguaje! “científico”! de! los! alumnos! relacionado! con! el! binomio!
teoremaBdemostración,!necesitan!basar!sus!comprobaciones!en!su!experiencia,!y!para!ello!utilizan!
ejemplos! concretos! con! los! que! puedan! verificar! las! propiedades.! Sin! embargo! estas!










2x! y! los! impares!como!2x+1.!A!partir!de!esto,! forma! todas! las!parejas!posibles! considerando! las!
combinaciones! de! números! pares/impares! para! después! operar! en! cada! caso! y! observar! los!





en! cuenta! que! el! caso! 3! no! interesa! por! no! cumplir! con! la! hipótesis! de! partida.! Esta! misma!
imprecisión! se! aprecia! en! J8# # que,! en! este! caso,! además,! es! incorrecta.! En! el! diagrama!
correspondiente!podemos!ver!que!Nancy!no!comprende!que!la!afirmación!se!hace!sobre!cada!par!
de! enteros! cuyo! producto! sea! par,! es! decir,! ignora! el! papel! condicional! de! la! hipótesis! y! su!
razonamiento! se! basa! en! que,! al! no! cumplirse! que! el! producto! sea! par! en! el! caso! (1,3),! el!
argumento!Si'el'producto'de'dos'números'es'par'entonces'su'suma'es'impar!no!es!válido.!En!este!
caso!no!se!está!dando!cuenta!que!únicamente!nos!interesa!el!caso!2!que!sí!cumple!!la!hipótesis.!!





el! segundo! momento,! no! se! verifica! en! el! apartado! a)! el! consecuente! y! en! el! apartado! b)! el!








3.2.4 Explorando en el Grupo B 
!
En! este! grupo! son! estudiantes! de! tercer! semestre! en! la! clase! de! Álgebra! Lineal! concretamente!
fueron!cuatro!estudiantes!con!edad!promedio!de!20!años.!Observamos!algunas!clases.!El!esquema!
general!de! la! clase!es!de!carácter!expositivo:!el!profesor!presenta! las!definiciones!base,!algunos!
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ejemplos,! operaciones! definidas,! ejercicios! operativos! con!matrices,! resultados! derivados! como!
proposiciones,!teoremas!y!lemas!acompañados!con!su!demostración!y!ejercicios!de!práctica!para!
los! alumnos.! Durante! la! clase! continuamente! pide! a! los! estudiantes! que! salgan! al! pizarrón! a!
realizar! ejercicios! que! en! su! mayoría! envuelven! cálculos.! En! el! último! examen! parcial! de! los!
estudiantes! se! les! pidió! que! realizaran! 5! ejercicios! y! que! en! cada! uno! de! ellos! justificaran! sus!
respuestas! tratando!de!ser! lo!más!claro!posible.!Además!el!profesor!enfatizó!que! las! respuestas!
que!no!estuvieran!justificadas,!aunque!tuvieran!un!resultado!correcto,!se!tomarían!como!errónea!
puesto!que! los!estudiantes!suelen!preguntar!a! los!compañeros!el! resultado!en! los!ejercicios!que!
envuelven!operaciones.!!!


























2,1),' (1,R4,2,1,0).' Encuentre' las' condiciones'que'debe'de' satisfacer'un'vector'de'R5'para'que'que'
pertenezca'al'subespacio'vectorial'U'+'W' '
!
3.2.5 Explorando en el Grupo C 
!
Esta!exploración!se!llevó!a!cabo!en!el!quinto!semestre!de!la!Licenciatura!en!Matemáticas!Aplicadas!
en! la! clase! de! Álgebra!Moderna! con! seis! alumnos! de! edad! promedio! 21! años.! Casi! al! final! del!
semestre! en! el! último! examen! parcial! el! profesor! diseñó! cinco! reactivos,! que! como! veremos!
enseguida!todos! involucraban!tareas!de!demostrar.!También!se! les! incluyeron!en!el!examen!dos!
preguntas! en! relación! con! aspectos! generales! sobre! el! curso! y! las! dificultades! enfrentadas.! El!
examen! como! instrucción! adicional! proponía:! ”Si! en! alguno! de! los! ejercicios! anteriores! no!















Este! ejercicio! requería! de! la! comprensión! y!manejo! de! la! definición! de! grupo! abeliano! (DBGA),!
estructura! del! enunciado! (EE/! hipótesis,! conclusión! y! forma! en! que! se! presente,! en! ! este! caso!
probar!que!no!se!satisface! la!propiedad),!conocimiento!de! la! técnica!de!prueba! (TPBC!exhibir!un!
contraejemplo!apropiado),!manejo!de!notación!y!lenguaje!(N,!notación!de!funciones,!matrices!de!
permutaciones!y! ciclos),! conocimiento!y!manejo!de! la!operación! (OBcomposición!de! funciones!o!
multiplicación!de!permutaciones).!
!














































Figura 9. Respuesta de E19 al ejercicio 1. 
!
!




enuncia! la! definición! de!
grupo! abeliano,! identifica!
los! objetos! de! Sn,! dando!
por!hecho!que!es!un!grupo!
y! descarta! la! identidad.!
Luego! propone! dos!
elementos! de! Sn! ! y! opera!
con! ellos! tomando! en!
cuenta! la! operación!
definida.!Luego!opera!pero!
en! orden! contrario! y!
verifica! que! los! resultados!
son! distintos! y! por! tanto!
no!conmutan.!Así!con!este!
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que! no! es! grupo! abeliano,!
porque! existen! al! menos!










los! estudiantes! y! después! pasan! a! la!
notación!de!permutaciones!y!después!a!la!
cíclica.#
El! contraejemplo! que! ella! propone! es!
para! la! primera! función,! envía! el! primer!
elemento! al! segundo! y! el! segundo! al!
primero,! dejando! fijos! los! demás!
elementos.! En! la! segunda!ahora!deja! fijo!
el! primer! elemento! y! sólo! mueve! el!
segundo! y! tercero,! al! segundo! lo!manda!





Figura 11. Respuesta de E21 al ejercicio 1. 
!
E21# El! alumno! no! distingue!
cuál! es! la! parte! que! debe!
demostrar!y!toma!parte!de!la!
hipótesis! ! (Sn! es! el! grupo!
simétrico! sobre! un! conjunto!
finito! de! n! elementos)! para!
demostrarla.! También!
encontramos! que! aunque! la!
proposición!condiciona!a!que!
n≥3.! El! toma! n=3! e! intenta!
demostrar! (la! hipótesis)! que!
Sn! es! grupo! a! partir! de! un!
ejemplo! S3.! El! conoce! que!
















Figura 12. Respuesta de E22 al ejercicio 1. 
!
E22# Exhibe! el! mismo! contraejemplo!
que!la!alumna!E2,!aunque!a!diferencia!
de! ella! no! usa! la! notación! de!
funciones,! usa! la! de! permutaciones! y!
muestra! al! inicio! conocimiento! de! Sn.!
Finalmente! comenta! acertadamente!





Figura 13. Respuesta de E23 al ejercicio 1. 
!
E23#El!estudiante!sin!mayor!explicación!
exhibe! el! contraejemplo! adecuado! que!
muestra!que!bajo! la!operación!definida!
para! las! permutaciones,! al! operar! dos!



















Ejercicio!2:!Si'A% 'es'un'conjunto'entonces'un'subgrupo'H% 'de'SA'se'dice'transitivo'sobre'A% 'si'para'
cada'a,%b∈ 'A% 'existe'σ∈H% 'tal'que'σ (a)%=%b' .'Demuestre'que'si'A% 'es'un'conjunto'finito'no'vacío,'
entonces'existe'un'subgrupo'cíclico'finito'H'de'SA''con'%H%=%%A%''que'es'transitivo'sobre'A'.'
Este!ejercicio!requería!de!la!comprensión!y!manejo!de!la!definición!de!!
subgrupo! transitivo! sobre! un!
conjunto! (DBST),! subgrupo! cíclico!
(DBSC),! estructura! del! enunciado!
(EE/! hipótesis,! conclusión! y! forma!
en! que! se! presente,! en! ! este! caso!
probar! existencia! de! un! grupo),!
conocimiento!de! la!técnica!de!prueba!(TPBE!proponer!un!candidato!y!probar!que!cumple!con! las!
condiciones! requeridas),!manejo! de! notación! y! lenguaje! (N,! notación! de! funciones,!matrices! de!
permutaciones!y! ciclos),! conocimiento!y!manejo!de! la!operación! (OBcomposición!de! funciones!o!
multiplicación!de!permutaciones).!Enseguida!se!exponen!las!respuestas!de!los!estudiantes.!
 





























Figura 16. Respuesta de E21 al ejercicio 2. 
!


























Este! ejercicio! requería! de! la! comprensión! y! manejo! de! la! definición! de! grupo! isomorfo! (DBGI),!
estructura!del!enunciado!(EE/!hipótesis,!conclusión!y!forma!en!que!se!!
presente,! en! ! este! caso! verificar!
características! de! la! definición),!
conocimiento! de! la! técnica! de!
prueba! (TPBVP! verificar! que! se!
cumplan! las! propiedades! de! la!
definición),! manejo! de! notación! y!


































enunciado! (EE/!hipótesis,! conclusión! y! forma!en!que! se!presente,! en! ! este! caso! contrapositivo),!
conocimiento! de! la! técnica! de! prueba! (TPBContrapositivo! comprender! la! equivalencia! de!NO' Q'
implica'NO'P!y!de!P'implica'Q),!manejo!de!




























generador! (DBG),! estructura! del!
enunciado! (EE/! hipótesis,!
conclusión! y! forma! en! que! se!
presente,! verificar! la! definición),!
conocimiento! de! la! técnica! de!
prueba! (TPBencontrar!















E24! En! este! ejercicio! podemos! notar,! en! la! figura! siguiente,! que! el! alumno! inicia!
explorando!casos!particulares!(S3!y!S4)!con!la!intención!de!encontrar!los!ciclos!generadores!
y! de! ahí! extraer! información,! encontrando! alguna! regularidad.! Esto! podría! verse! como!
seguir! la! estrategia! de! convertir! el! problema! a! un! problema! más! sencillo! y! de! ahí!
extenderse!a!Sn.!
 
























grupos,! permutaciones,! conjuntos,! ciclos! y! teoremas! y!
demostraciones!sobre!estos!temas.!
E21!Elías:![No!responde]!
E22! Fátima:! Consiste! en! estudiar! grupos,! como! saber! si!
son!cíclicos,! sus!definiciones!y! lo!que!contiene!cada!uno!
de!ellos.!
E23!Marco:!Que! no! se! base! sólo! a! lo! que! ve! en! clase! y!
busque! respuestas! a! sus! dudas! con! el! profesor! o! en! un!
libro!que!trate!del!tema.!Además!que!mantenga!la!mente!
En! estas! respuestas! podemos! extraer! de!
E20! y! E22! que! las! estudiantes! más! que!
describir! en! que! consiste! el! estudio! del!
área,! únicamente! se! centran! en! describir!
la!clase!de!álgebra!moderna!en!el!sentido!
estricto! en! el! que! se! dictó! haciendo!
referencia!a! los! temas,!a! sus!definiciones,!
teoremas!y!demostraciones.!
En!las!respuestas!de!los!alumnos!E19!y!E24!
se! puede! ver! que! de! manera! general!
entienden! el! quehacer! de! esta! área! y! su!




comprende! diversas! estructuras! algebraicas,! grupos,!
anillos,! campos,! por! mencionar! algunas! y! las! relaciones!
que!se!cumplen!entre!ellas.!Como!se!pueden!caracterizar,!
reconocer,! identificar.! Y! como!otras! estructuras! y! ramas!
de! las! matemáticas! pueden! relacionarse! con! las!
estructuras!algebraicas.!
su! comprensión! acerca! del! álgebra!
moderna:! clasificar,! caracterizar,!
reconocer,! identificar! objetos!











E20! Que! nos! tenemos! que! aprender! muchísimos!
teoremas!y!a!veces!se!confunden.!
E21!![No!responde]!
E22! ! Una! de! las! dificultades!más! grande! es! el! no! saber!
bien!las!definiciones!y!saber!interpretar!los!teoremas.!!
E23! Para! llevar! a! cabo! el! estudio! de! esta! materia! se!
necesita! tiempo! suficiente! para! verlo! y! analizarlo! con!
calma.!
E24!El!nivel!de!abstracción!que!se!requiere!y!que!pueden!
ser! necesarios! ejemplos! o! aterrizar! los! conceptos!
abstractos! en! cosas! con! las! que! el! estudiante! tenga! o!
haya!tenido!más!contacto.!
En!las!respuestas!de!las!alumnas!E20!y!E22!




Los! alumnos! E19! y! E24! han!mostrado! un!
conocimiento! estratégico! para!
desenvolverse! en! el! área! y! en! estas!
respuestas! atribuyen! las! dificultades! al!
nivel! de! abstracción! y! sugieren! la!
necesidad!de!conectar!desde!lo!concreto!o!
desde! conocimiento! previo! que! ya!
dominen.!
El!estudiante!E23!al!igual!que!la!respuesta!
a! la! pregunta! anterior,! desde! su!
experiencia! considera! que! es! necesario!




exposición! de! la! clase! por! parte! del! profesor! en! un! formato,! definición,! ejemplos,! teoremas! y!
resultados! asociados! seguidos! de! la! demostración.! El! profesor! deja! una! lista! de! ejercicios! para!
trabajo!fuera!de!clase!y!durante!las!sesiones!pide!que!resuelvan!alguno!de!ellos!ante!toda!la!clase.!
Durante!la!observación!del!examen!pudimos!apreciar!la!lucha!de!los!estudiantes!y!la!frustración!al!
no! poder! abordar! los! problemas.! Pasaron! una! hora! y! media! para! resolver! el! examen! y! como!
pudimos! observar! de! los! 6! estudiantes! del! grupo,! 5! de! ellos! pudieron! resolver! el! primero!
exhibiendo!un!contraejemplo!adecuado!y!1!de!ellos!muestra!un!manejo!parcial!de!las!definiciones!
y! no! distingue! la! hipótesis! y! conclusión! del! enunciado,! además! de! considerar! que! ejemplos!
específicos! constituyen! una! demostración.! En! relación! al! segundo! y! tercer! ejercicio! dos!
estudiantes! lo! resuelven! correctamente! y! un! estudiante! muestra! un! manejo! parcial! de! las!
definiciones! sin!comprender! la!estructura!del!enunciado,!y!el! resto,! tres!estudiantes!no!exhiben!
ningún! intento.! En! el! ejercicio! 2,! antes! de! la! proposición,! aparece! la! definición! de! subgrupo!
transitivo! en! un! conjunto! y! al! entrevistar! a! los! estudiantes! notamos! que! no! era! claro! si! eso! lo!
debían!probar.!Esto!fortalece!que!es!necesario!un!tratamiento!cuidadoso!para!que!los!estudiantes!
puedan! comprender! qué! deben! probar! y! qué! suponen! cierto.! El! cuarto! ejercicio! es! resuelto!
adecuadamente! por! dos! estudiantes! y! cuatro! estudiantes! no!muestran! intentos! de! abordarlos.!
Finalmente!el!último!ejercicio!lo!intentan!dos!estudiantes!y!sólo!uno!consigue!demostrarlo.!
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Es! notable! que! los! estudiantes! aún! y! cuando! llevan! al! menos! 5! semestres! en! la! carrera!!
únicamente! dos! muestran! el! conocimiento! estratégico! adecuado! en! matemáticas! y! tal!
conocimiento!lo!han!obtenido!fuera!de!las!clases!formales.!Uno!de!ellos!(E24:!quién!resuelve!todos!
los!problemas!de!manera!correcta)!en!entrevista!comenta!que!en!el!bachillerato!él!concursó!en!la!




mucho! trabajo! la! parte! abstracta,! porque! durante! el! bachillerato! era! muy! buena! con! la! parte!
operativa,!pero!al!iniciar!la!licenciatura!empezó!a!trabajar!otro!tipo!de!matemáticas.!Algo!que!ella!
cree! que! le! ha! ayudado! es! que! cuando! se! enfrenta! con! una! nueva! definición! de! algún! objeto!
matemático! trata! de! buscar! diferentes! ejemplos! para! tener! un! conocimiento! de! los! objetos! y!
comprender!la!definición.!Luego!busca!tener!claro!lo!que!debe!probar!y!lo!que!le!dan!por!hecho.!
También!ella!ha!participado!como!voluntaria!los!entrenamientos!en!la!OMM.!!









y! por! supuesto! a! medida! que! se! adentran! en! la! formalización! de! la! matemática! moderna,! los!








quinto! semestre:! (grupo! C)! por! ejemplo! el! alumno! E21.! Y! aunque! no! lo! exhiben! en! su! trabajo!
escrito!otros!estudiantes!no!distinguen! tales!elementos!cuando!el!ejercicio!no!se!presenta!en! la!




hemos! encontrado! también! en! la! mayoría! de! los! estudiantes! iniciales! (error! de! la! recíproca).!
También!encontramos!como!una!debilidad!fuerte,!que!no!se!tiene!un!manejo!de!las!definiciones!y!
no!se!extrae!significado!de!ellas!y!vemos!como!aún!y!cuando!las!saben!de!memoria!presentan!un!
manejo! parcial.! Además! aún! y! cuando! dicen! conocer! las! técnicas! de! demostración! varios!
estudiantes!manifiestan!que!no!saben!cómo!empezar.!!
!




la! demostración! se! conciben! de! manera! separada;! para! evitar! esto,! la! enseñanza! debería!
instruir! acerca! de! la! demostración! como! forma! de! validación! y,! acerca! de! la! utilidad! del!
lenguaje!como!necesidad!para!desarrollar!y!comunicar!una!demostración.!!
• Formas! de! presentar! los! argumentos! a! probar,! partes! del! argumento,! cuantificadores,!




• Variar! el! tipo! de! tarea! usando! por! ejemplo! los! verbos,! enunciar,! probar,! analizar,! mostrar,!
argumentar!y!demostrar.!
Finalmente!el!análisis!de!los!grupos!A,!B!y!C!nos!han!permitido!explorar!en!forma!longitudinal!los!
esquemas! de! prueba! de! los! estudiantes,! los! avances! en! las! etapas! para! el! desarrollo! de! una!
demostración!y!el!tipo!de!errores!cometidos!en!el!abordaje!de!la!DM.!Esto!nos!sirve!para!perfilar!la!
propuesta!didáctica.!!!
3.3 Diseño de la Ingeniería Didáctica 
!
!
"El mejor método para enseñar a otros consiste en conducirlos 




concentra! los! fundamentos! teóricos! y! las! características! principales! del! diseño! de! Ingenierías!
Didácticas.!El!segundo!apartado!expone!las!líneas!generales!que!se!han!seguido!para!el!diseño!de!
nuestra! Ingeniería! Didáctica,! describiendo! el! contexto,! características! y! restricciones! de! la!
implementación.!Se!finaliza!con!un!análisis!a!priori!de!las!sesiones!diseñadas!agrupadas!en!cuatro!
bloques!de!acuerdo!con!su!propósito.!
3.3.1 Apuntes sobre Ingeniería didáctica  
!
El!concepto!de!Ingeniería'Didáctica'surge!en!Francia!a!comienzos!de!los!ochenta!como!un!medio!
para! abordar! dos! cuestiones! cruciales:! 1)! tener! en! cuenta! la! complejidad! de! los! fenómenos! del!
aula! en! cuanto! a! las! metodologías! y! prácticas! de! investigación! y! 2)! las! relaciones! entre!
investigación! y! acción! en! el! sistema!de! enseñanza.! Chevallard! (1982,! citado! por! Artigue! (1995))!
con!respecto!a!la!segunda!cuestión!puntualiza:!!
Definir!el!problema!de!la!ingeniería!didáctica!es!definir,!en!su!relación!con!el!desarrollo!actual!y!el!
porvenir! de! la! didáctica! de! las! matemáticas,! el# problema# de# la# acción! y! de! los!medios! para! la!
acción,!sobre#el#sistema#de#enseñanza.!(p.!28)!
En!esa!época!la!mayor!parte!de!las!investigaciones!utilizaban!metodologías!externas!a!la!clase!(e.g.!






en! los! conocimientos! didácticos! preestablecidos,! y! por! otro! lado,! resaltar! la! importancia! de! la!
‘realización!didáctica’!en!clase!como!práctica!investigativa.!
!
Desde!el!punto!de!vista! teórico,!durante! las!últimas! tres!décadas! las! Ingenierías!Didácticas! !han!
resultado!útiles,!al!ser!un!medio!exigente!para!evaluar!la!validez!de!las!suposiciones!teóricas!de!la!







La! Ingeniería! Didáctica! como! metodología! de!
investigación! (Artigue,! 1995)! se! caracteriza!por!
un! esquema! experimental! ! basado! en! las!
realizaciones! didácticas! en! clase.! Esto! se!
considera! un! ciclo! repetitivo! de! reajuste!
sucesivo! de! las! secuencias! didácticas! como! se!
muestra!en!la!figura!24.!
!
Otra! de! las! características! de! las! Ingenierías!
Didácticas,!en!particular!cuando!se!compara!con!
otros! tipos! de! investigación! basados! en!
experimentación! en! el! aula,! es! el! registro! en!
que!se!sitúa!y! los!métodos!de!validación!utilizados.!
La! evaluación! no! se! da! en! la! comparación! con!
validación!externa!basada!en!la!confrontación!estadística!entre!grupos!experimental!y!de!control.!





identificadas! debemos! mencionar! que! no! da! acceso! a! los! sistemas! didácticos! en! su! ambiente!








procesos! de! aprendizaje! de! un! determinado! concepto! (e.g.! González-Martín (2005)! sobre! la!
generalización! de! la! integral! definida),! de! aquellas! que! no! se! ciñen! a! los! contenidos,! así! su!
sustento!sea! la!enseñanza!de!un!dominio!preciso!(e.g.!  Marilier, Robert, & Tenaud, 1987)!sobre!
aprendizaje!de!métodos!y!trabajo!en!grupo;!Chevallard (1982),!dominio!paramatemático,!es!decir,!














En! el! proceso! experimental! de! una! ingeniería! didáctica! se! delimitan! cuatro! fases:! 1)! Análisis!







específicos! de! la! investigación.! También! se! basa! en! unos! análisis! previos,! como:! i)! análisis!
epistemológico! de! los! contenidos! de! la! enseñanza,! ii)! análisis! de! la! enseñanza! tradicional! y! sus!
efectos,! iii)! análisis! de! las! concepciones! de! los! estudiantes! y! las! dificultades! y! obstáculos! que!
caracterizan! su!desarrollo! y! iv)! análisis!del! campo!de! las! restricciones!en! las!que! tendrá! lugar! la!
producción!didáctica.!
Obviamente,!se!trata!de!un!trabajo!preliminar!cuya!serie!de!análisis!realizados!por!el!investigador!
constituyen!pilares!del!diseño!de! la! ingeniería!y!posteriormente! se! retoman!y!profundizan!en!el!
transcurso! de! las! diferentes! fases! del! trabajo.! Por! tanto,! la! primera! fase! corresponde! con! un!
primer!nivel!de!elaboración.!
Normalmente,!una!vez!que!se!definen!los!registros!en!que!se!trabajará,!los!análisis!preliminares!se!







En! esta! fase,! la! distinción! de! las! variables! del! sistema! sobre! las! que! actuará! el! investigador! es!
esencial.! Hay! dos! tipos! de! variables:! a)! macroRdidácticas' o! globales,! que! conciernen! a! la!
organización! global! de! la! ingeniería! y! b)' microRdidácticas' o! locales,! que! conciernen! a! la!
organización!local,!esto!es,!de!una!sesión!o!bloque.!
Por!otro!lado,!como!se!ha!dicho,!una!de!las!características!distintivas!de!las!Ingenierías!Didácticas!
es! su!modo! de! validación,! esencialmente! interno.! El! proceso! de! validación! parte! de! la! fase! de!
diseño,!por!medio!del!análisis!a!priori!de!las!situaciones!didácticas!de!la!Ingeniería,!estrechamente!
ligado!al!diseño!local!de!la!misma.!Este!análisis!a!priori!se!concibe!como!un!análisis'del'control'del'
significado' del' conocimiento.! La! Teoría! de! las! Situaciones! Didácticas,! que! como! antes!
mencionamos,!actúa!como!un!referente!de!la!metodología!de!las!Ingenierías!desde!sus!comienzos,!
trata! de! ser! una! teoría! de! control! de! las! relaciones! entre! el! significado! del! conocimiento! y! las!
situaciones!didácticas.!De!esta!forma,!el!objetivo!del!análisis!a!priori'es!determinar!de!qué!modo!
las! elecciones! realizadas! permiten! controlar! el! comportamiento! de! los! estudiantes! y! los!
significados!que!construyen.!Para!ello,!el!análisis!se!basa!en!varias!hipótesis,!cuya!validación!estará!









Esta! fase! es! bien! conocida! y! no! nos! extenderemos! en! explicarla.! En! ella! se! pone! en! práctica! la!







notas! realizadas! durante! las! sesiones! de! enseñanza,! archivos! o! ficheros! de! algún! software! y!
registros! escritos!del! trabajos!de! los! estudiantes! realizados!durante! y! fuera!de! las! clases).! Estos!






en! toda! su! extensión.! Lo! que! se! publica! y! se! ve! desde! el! exterior! no! es,! salvo! un! ejercicio!
académico,! un! producto! apegado! a! la! descripción! del! análisis! a! priori.! Más! bien! es! una!
condensación! de! tal! producto.! En! la! mayoría! de! las! publicaciones! en! relación! a! Ingenierías,! la!
confrontación!de!los!análisis!a!priori!y!a!posteriori!se!producen!distorsiones!que!están!lejos!de!ser!
siempre! analizadas! en! términos! de! validación;! esto! es,! no! se! busca! en! las! hipótesis! formuladas!
aquello! que! las! distorsiones! constatadas! invalidan.! Con! frecuencia! los! autores! se! limitan! a!
proponer!modificaciones!con!el!objetivo!de!minimizarlas!sin!comprometer!realmente!la!validación.!




3.3.2 La ingeniería didáctica en este trabajo 
#
La!investigación!aquí!presentada!se!sitúa!dentro!de!una!perspectiva!de!Ingeniería!Didáctica!clásica:!
se! considera! la! demostración! matemática! (DM)! dentro! del! sistema! didáctico! asociado! a! la!
preparación! de! Licenciados! en! Matemáticas! Aplicadas! de! la! Universidad! Juárez! del! Estado! de!
Durango! cuyo! funcionamiento,! por! diversas! razones,! parece! poco! satisfactorio.! Analizamos! el!
funcionamiento!de!la!demostración!matemática!y! las!restricciones!buscando!cierto!equilibrio!(en!
el! capítulo! anterior! se! presentó! un! estudio! exploratorio).! Posteriormente,! al! jugar! con! tales!
restricciones,! pretendemos! determinar! las! condiciones! de! un! funcionamiento!más! satisfactorio.!
Determinar!tales!condiciones!nos!permitirá!diseñar!la!ingeniería,!la!posterior!intervención!con!los!
estudiantes! y! atemperar! lo! que! pueda! surgir! durante! dicha! intervención.! Se! debe! tener! control!
sobre! la!organización!del!grupo,!sobre! las! tareas!que!deberán! ! resolver! los!estudiantes,!sobre!el!




Una! vez! implementada! la! situación! didáctica! diseñada! (Ingeniería),! se! procede! a! un! análisis! a!






En! esta! fase! nos! aproximamos! al! análisis! de! la! demostración! matemática! teniendo! en! cuenta!
cuatro!dimensiones:!1)!Análisis!de!la!DM,!2)!Revisión!del!cuadro!teóricoBdidáctico!de!la!DM!y!del!
pensamiento!matemático!avanzado,!3)!Análisis!del!medio;!ventajas!y! restricciones!donde!tendrá!
lugar! la! realización! didáctica! y! 4)! Análisis! de! la! imagen' del' concepto! (Tall! &! Vinner,! 1981)! que!
tienen! los! estudiantes! de! la! DM,! así! como! las! dificultades! y! obstáculos! que! determinan! su!
desarrollo.!
En! los! capítulos! anteriores! se! presentaron! avances! de! los! primeros! dos! puntos,! al! igual! que! un!






Primer Semestre  
Cálculo Diferencial e Integral I; Geometría Analítica I;  
Álgebra Superior I; Lógica Matemática;  Introducción a la 
Filosofía; e Inglés I  
Segundo Semestre 
Cálculo Diferencial e Integral II; Geometría Analítica II; 
Álgebra Superior II; Computación I; Filosofía de las 
Matemáticas; e Inglés II  
Tercer Semestre 
Cálculo Diferencial e Integral III; Álgebra Lineal I 
Probabilidad I; Computación II; Sociología de las 
Matemáticas; e  Inglés III.  
Cuarto Semestre 
Cálculo Diferencial e Integral IV; Álgebra Lineal II; 
Ecuaciones Diferenciales I; Probabilidad II; Computación 
III; e Inglés IV.  
Quinto Semestre 
Análisis Matemático I; Álgebra Moderna; Variable 
Compleja; Estadística I; y Ecuaciones Diferenciales II 
Sexto Semestre 
Análisis Matemático II; Análisis Numérico I; Estadística II; 
Topología I; y Ecuaciones en Diferencia 
Séptimo Semestre 
Muestreo; Seminario de Análisis Combinatorio; Seminario 
de Matemáticas Aplicadas I; Investigación de Operaciones 
I; e Historia de la Cultura  
Octavo Semestre 
Seminario de Matemáticas Aplicadas II; Diseño de 
Experimentos; Investigación de Operaciones II; Historia de 
las Matemáticas; y Ética Profesional  
En!el!momento!en!que! se! realizó!el! estudio!exploratorio! (2008)! la! licenciatura! contaba! con!118!
alumnos!distribuidos!en!los!8!semestres.!El!ingreso!es!semestral,!en!agosto!y!en!febrero,!teniendo!
los!jóvenes!que!ingresan!18!años!en!promedio.!!
En! el! medio! nos! hemos! encontrado! (ver! estudio! exploratorio,! capítulo! II)! con! que! durante! su!
ingreso!en! la!Licenciatura!de!Matemáticas!Aplicadas! los!estudiantes!se!deben!enfrentar!a! tareas!
en!las!que!deben!poner!en!juego!el!razonamiento!formal!sin!que!haya!un!curso!previo!que!ayude!
en! la! transición! hacia! esas! matemáticas! formales.! Se! enfrentan! durante! el! primer! semestre!
directamente! a! lecciones! de!matemática! formal! en! las! cuales! los! contenidos! son! abordados! de!
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manera!sistemática!en!el!formato!tradicional,!mencionando!primero!las!definiciones!y!axiomas!de!
partida,! luego! las! proposiciones,! teoremas,! lemas,! acompañados! ! con! sus! respectivas!
demostraciones!y!finalmente!ejercicios!donde!aplican!lo!aprendido.!
Naturalmente! durante! la! instrucción! en! los! niveles! previos! los! estudiantes! han! adquirido!
conceptos,!procedimientos!y!estrategias!concretas!de!resolución!de!problemas.!Tal!instrucción!los!
ayuda! a! resolver! problemas! estándar,! pero! tanto! las! nociones,! como! las! ideas! básicas! y! las!
sutilezas!y!cuidado!que!deben!poner!en!el!uso!del!lenguaje!matemático!no!han!sido!desarrollados.!!
Por! otra! parte,! al! no! tener! tales! nociones! desarrolladas,!muchas! veces! recurren! a! experiencias!
previas!en!el!contexto!cotidiano!y!modos!de!razonamiento! informales!que,!en!su!mayoría,!no!se!
corresponden!con!el!auténtico!modo!de!hacer!de!los!matemáticos.!
Es! así! como! los! estudiantes,! conforme! avanzan! en! sus! cursos! de! licenciatura,! van! poco! a! poco!
formándose!una!idea!distorsionada!de!las!formas!de!comunicarse!en!matemáticas.!Estas!ideas,!en!
algunos!estudiantes,!se!van!adecuando!a!medida!que!deben!enfrentarse!con!nuevas!experiencias.!
A! partir! de! la! constatación! de! las! dificultades! que! tienen! los! alumnos! con! la! DM! a! través! del!






De! acuerdo! con! los! objetivos! de! la! investigación! consideramos! pertinente! el! diseño! de! una!
experiencia!didáctica!con! la! intención!de!que! los!alumnos! lleguen!a!entender! la!naturaleza!de! la!
demostración! matemática! (DM).! Para! sistematizar! su! enseñanza,! se! han! tenido! en! cuenta! los!





teniendo! en! cuenta! el! marco! teórico! y! la! revisión! detallada! de! la! situación! de! partida! que! se!
obtuvo!a!través!de!un!estudio!exploratorio!del!funcionamiento!de!la!demostración!en!el!medio!en!
el!que!se!aplicará.!!
En! la! experiencia! didáctica,! derivado! también! del! análisis! a! priori,! se! contemplan! cuatro! ejes!
principales! de! enseñanza:! aproximación! a! la! actitud! y! rigor! matemático,! lectura,! escritura! y!
producción!de!demostraciones.!El!cuarto!eje!se!caracteriza!por!ser!de!carácter!estructural21.!
Nuestro!supuesto!inicial!ha!sido!que!entender!el!proceso!de!demostrar!requiere!que!los!alumnos!
sean! sometidos! a! situaciones! de! experimentación! (Chevallard,! 1991),! estudiar! ejemplos! e!
investigar!posibles!contraejemplos!(Lakatos,!1978),!situaciones!que!impliquen!definir!e!interpretar!
definiciones!(de!Villiers,!1998),!modelar!(Freudental,!1973),!formular!conjeturas!y!demostrarlas.!
Idealmente! la! ID!puede!diseñarse!para!que! la!demostración!aparezca!ante! los!estudiantes!como!










Principio' de' la' necesidad:! Para! que! los! estudiantes! aprendan,! deben! verlo! como! una! necesidad!
intelectual.!23!
Principio' de' la' generalización:! Cuando! la! instrucción! está! relacionada! con! un!modelo! concreto,!





En! este! apartado! presentamos! las! dificultades! que! muestran! los! estudiantes! de! cara! a! la!
demostración!matemática,! sus!posibles!causas!y!una!propuesta!de!atención.!Se!ha!organizado!a!







representa! una! prueba! a! menos! que! sea! único.! Por! otra! parte,! un! contraejemplo! para! una!
afirmación!cuantificada!universalmente,!es!un!ejemplo!proporcionado!para!el!cual!ésta!es!falsa.!!
Dificultades:!Los!estudiantes!para!probar!enunciados!universales!suelen!recurrir!a!algún!ejemplo.!!
Cuando! se! les! indica! que! esto! no! es! correcto,! se! quejan!por! el! uso! que!hacen! el! profesor! y! los!
textos!de!!los!ejemplos.!
Posibles# causas:! Los! alumnos! observan! que! el! profesor! habitualmente! en! el! aula! usa! ejemplos!
pero!no!saben!distinguir!cuando!un!ejemplo!puede!constituir!una!demostración!y!cuando!es!sólo!
parte!de!una!discusión!para!esclarecer!la!situación.!!
Han! visto! el! uso! de! contraejemplos! para! refutar! una! proposición! universalmente! cuantificada! y!
esperan!que!sean!útiles!también!para!probar!proposiciones!de!este!mismo!tipo!pensando!en!una!




mediante! un! artículo! indefinido.! Por! ejemplo! ‘un’! en! lugar! de! ‘cada’! en! el! ejercicio! «probar! o!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
22!La!idea!de!formación!de!entidad!conceptual!está!sugerida!por!Piaget,!(1977).!Este!proceso!es!una!instante!




23!Este!principio!esta!alineado!con! la! teoría!Piagetana!y! la! teoría!de! la!problemática!–! [Balacheff,(1990)]!y!
[Brousseau,! (1994! y! 1997)].! Ésta! establece! que! la! principal! herramienta! para! modificar! concepciones!
existentes! esta! en! las! actividades! de! verdadera! resolución! de! problemas,! donde! el! aprendiz! aplica!
concepciones! existentes! para! resolver! problemas! y! modifica! estas! concepciones! cuando! encuentra!
conflictos!cognitivos.!!
24!Este! principio! apunta! a! permitir! a! los! estudiantes! abstraer! conceptos! que! aprenden! en! un! modelo!
específico.!Su!aplicación!debe!estar!ligada!al!Principio!de!la!Necesidad.!
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refutar! que! para! un! número' x,' x2>x».! Una! interpretación! correcta! consiste! en! que! para!
demostrarlo! se!debe! verificar!que! con! todo!entero' x! debe! suceder!que!x2>x! o!para! refutarlo! se!
debe!exhibir! un! contraejemplo.'Pero! con! frecuencia! se!da! la! interpretación! incorrecta,! es! decir,!
exhibir!‘un’!entero!x'que'cumpla'con'que','x2>x.'
Intervención# didáctica:! Al! ser! la! búsqueda! de! ejemplos! la! estrategia! que! más! utilizan! los!
estudiantes! al! comienzo! del! trabajo! en! procesos! de! prueba! en! matemáticas,! así! como! para!
verificar,!para!dar!sentido!a!las!definiciones!y!en!otras!muchas!situaciones,!incluso!en!el!contexto!




falsa.! Tales! experiencias! pueden! provocar! que! se! dé! la! necesidad! de! un! nuevo! contructo! y!






involucrados! y! se! utilizan! las! definiciones! de! manera! adecuada.! Usualmente,! en! el! nivel!
universitario!se!parte!del!supuesto!de!que!el!estudiante!debe!ser!capaz!de!manejar!los!conceptos!y!
definiciones!implicadas!y!su!estructura.!Sin!embargo!Selden!&!Selden!(1995)!muestran!la!dificultad!
que! presentan! los! estudiantes! para! manejar! los! conceptos! y! sus! definiciones,! incluyendo! su!
estructura! lógica.! ! Se! tiene! la! necesidad! de! hacer! las! definiciones! y! conceptos! formalmente!
operables! para! un! individuo! (Bills! &! Tall,! 1998),! es! decir! los! estudiantes! deben! ser! capaces! de!
usarlo!para!crear!o!reproducir!(significativamente)!un!argumento!formal.!
Dificultades:!Moore!(1994)!ha!investigado!sobre!ciertos!aspectos!de!la!comprensión!o!éxito!de!los!
estudiantes! en! la! escritura! de! demostraciones! y! entre! sus! hallazgos! menciona! que! cuando! los!
estudiantes! intentan!escribir!demostraciones!formales,!no!necesariamente!están!entendiendo!su!
contenido!ni!muestran!!evidencias!de!conocer!cómo!usarlas!para!desarrollar!demostraciones.!Por!
su! parte! Edwards (1997)! encuentra! que! tareas! donde! se! involucran! definiciones! de! “límite”! y!
“continuidad”! resultan! problemáticas! para! algunos! estudiantes.! Además,! los! estudiantes! de!
matemáticas! avanzadas,! aún! aquellos! que! serían! considerados! exitosos! basándose! en! sus!
calificaciones,! tienen! dificultades! para! entender! el! papel! que! juegan! las! definiciones! en!
matemáticas! en! general.! También! tienen! dificultades! particulares! para! entender! la! clasificación!
filosófica! de! las! definiciones! matemáticas! así! como! para! la! utilización! de! las! mismas! en! la!






25 Es decir como definiciones estipuladas  en el sentido de Robinson significa la explícita y personal 
conciencia para fundamentar la relación de significado entre alguna palabra y algún objeto, el acto de asignar 
un objeto a un nombre (o un nombre a un objeto). La principal ventaja es la mejora de conceptos o la creación 
de nuevos conceptos, están basadas en el consejo de expertos y  su meta es la facilidad y exactitud para la 
comunicación en la ciencia.  
26 Para esta parte muestran casos en los que la definición del concepto entra en conflicto con la imagen del 
concepto y finalmente gana la imagen del concepto. 
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De! la! misma! manera! Bills! &! Tall! (1998)! encontraron! que! muchos! estudiantes! no! poseen!
definiciones!operables,!más!bien!recurren!a!experiencias!anteriores!e!imágenes!de!los!conceptos!
inoperables.! Algun! estudiante! manejaba! un! concepto! sin! una! definición! operable! en! una!
demostración!usando!imágenes!que!casualmente!dan!la!información!requerida.!
En! nuestro! caso,! en! el! estudio! exploratorio,! se! comprobó! que! los! estudiantes! no! utilizan! las!




En!el! estudio!exploratorio! los!estudiantes!dejaron! sin! contestar!en! los!exámenes!aquellos! items!
que!implican!una!demostración!y!muchos!de!ellos,!aunque!son!capaces!de!repetir!las!definiciones!
de! los! conceptos!que!aparecen!en! los!enunciados!de! las!proposiciones,! sin!embargo!no!extraen!
información!relevante!para!derivar!deducciones!y!transitar!entre!ellas.!!!
Posibles#causas:!Los!estudiantes!suelen!aplicar!una!definición!de!manera!incorrecta!por!al!menos!





Intervención# didáctica:# Edwards! &! Ward! (2004)! sugieren! que! la! naturaleza! especial! de! las!
definiciones!debería!tratarse!en!cursos!introductorios!de!la!demostración!como!un!concepto!en!sí!










plasmar! las!explicaciones!correspondientes!a! sus! respuestas,!en! realidad,!esto! sólo! se! realiza!en!
contadas!ocasiones.!Así,!muchos!estudiantes!llegan!a!la!universidad!sin!haber!escrito!una!oración!
completa!en!un!curso!de!matemáticas.!





Posibles# causas:! La! instrucción! habitual! en!matemáticas! no! ofrece! oportunidades! para! que! los!
alumnos!se!expresen!verbalmente!o!por!escrito,!por!lo!que!muestran!importantes!deficiencias!al!
intentar!exponer!una!idea!o!al!plasmar!por!escrito! la!solución!de!un!problema!o!el!desarrollo!de!
una! demostración.! Además,! en! general,! se! les! ha! instruído! para! exponer! sus! razonamientos! de!
manera!concisa,!lo!que!les!lleva!a!dar!sólo!una!versión!abreviada!de!sus!ideas.!
Intervención# didáctica:! Es! posible! que! la! resolución! de! problemas! mejore! con! la! ! reflexión! en!




detalladamente! para! asegurarse! que! sus! razonamientos! son! correctos! y! pueden! ser! leídos! por!
otros.!!
La!ingeniería!didáctica!en!su!totalidad!está!diseñada!para!que!los!estudiantes!ensayen!la!escritura!






de! atención! de! numerosos! artículos! de! investigación! en! educación.! En!México,! al! igual! que! en!
muchos!otros!países,!es!un!bloque!actualmente!marginado!en!el!curriculum!preuniversitario!y!aún!
en! el! nivel! universitario! está! concebida! únicamente! como! herramienta! transparente,! no!
cuestionada!y!que!aparece!en!el!discurso!matemático!como!algo!útil!para!describir!otros!objetos!
(obtener!la!veracidad!de!un!resultado).!A!esta!noción!Chevallard!(1985)!la!llama!paramatemática.!
Por! ejemplo,! en! un! curso! de! álgebra,! cálculo,! geometría,! etc.,! se! usa! esta! noción! de! la!
demostración! sin! que! se! cuestione! a! los! estudiantes! sobre! la! naturaleza! o! significado! de! la!
demostración,! o! simplemente! sobre! ¿qué! es! una! demostración?! Sin! embargo! en! un! curso! de!













demostración! se! deben! a! la! ausencia! de! conocimiento' estratégico,! es! decir,! conocimiento! de!
técnicas! de! demostración,! de! cómo!elegir! los! hechos! y! los! teoremas! que! se! deben! aplicar! o! de!
cuándo! utilizar! o! no! un! conocimiento! sintáctico! (como! opuesto! a! conocimiento! conceptual! o!
semántico)! basado! exclusivamente! en! la! manipulación! simbólica! y! el! uso! de! procedimientos!
matemáticos.!
La! demostración! no! se! enseña! como! contenido.! En! el! estudio! exploratorio,! al! cuestionar! a! los!
estudiantes!sobre!la!forma!en!que!aprenden!a!demostrar,!en!su!mayoría!la!respuesta!es:!«cuando!
el! profesor! realiza! alguna! en! el! pizarrón! o! leyendo! el! libro».!Un! retrato! de! la! forma! en! que! los!
estudiantes! aprenden! a! demostrar! nos! lo! proporciona! la! experiencia! personal! de! Thurston27!
(1994),! «cuando! comencé! como! un! estudiante! de! licenciatura! en! Berkeley,! tuve! problemas!
imaginando! como!podría! "demostrar"! un! teorema!nuevo! e! interesante.! Realmente! no! entendía!
qué! era! una! demostración.! Asistiendo! a! seminarios,! leyendo! artículos,! y! dirigiéndome! a! otros!
estudiantes!de!licenciatura,!gradualmente!empecé!a!entenderlo.»!
Intervención# didáctica:# En! las! hojas! #6! a! la! #10! se! introduce! a! los! estudiantes! el! conocimiento!
estratégico!para!demostrar.! En! la! hoja! #6,! #7!del! bloque! III! se! trabaja! sobre! el!método!avanceB
retroceso!como!un!método!directo!de!prueba!y!se!abordan!diferentes!estrategias!para!apoyar!el!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
27 Medalla Fields 1982 
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tránsito! entre! deducciones.! También! se! presentan! oportunidades! para! demostrar! proposiciones!
de!situaciones!en!apariencia!alejadas!del!contexto!matemático,!por!ejemplo,!derivar!palabras!de!
un!alfabeto!bajo!ciertas!reglas.!También!en!las!hojas!#7!y!#8!se!pone!especial!enfásis!en!apoyarlos!
a! conectar! y! organizar! en! forma! escrita! sus! producciones! para! después! realizar! versiones!
condensadas!de!las!demostraciones!para!comunicarlas!en!la!forma!científica!y!formal!aceptada!en!
matemáticas! (para! artículos,! libros,! conferencias,! etc).! En! la! hoja! #8! se! trata! de! desarrollar!
habilidades! para! que! los! estudiantes! sean! capaces! de! leer! versiones! condensadas! de!
demostraciones!y!puedan!extraer!significado!con!las!justificaciones!de!cada!paso!reconstruyendo!
el! camino! que! probablemente! siguió! el! autor! de! la! demostración,! transmitiendo! con! ello! a! los!
estudiantes!que!el!conocimiento!no!se!concibe!de!manera!lineal.!
En! las! hojas! #9! y! #10! se! abordan! los! métodos! indirectos! de! prueba! (reducción! al! absurdo! y!
contrapositivo),! que! son! aquellos! que!más! cuestan! a! los! estudiantes! dado! que! no! reconocen! la!
equivalencia! lógica! con! el! método! directo! para! implicaciones! y! que! además! deben! lidiar! con!














la! dificultad! en! la! interpretación! de! proposiciones! cuantificadas,! los! errores! al! tratar! de! negar!
afirmaciones!del! tipo! siRentonces! y! la!dificultad!para!negar!enunciados!que! contienen! “y”! y! “o”.!
Así,! Dorier,! Robert,! Robinet!&! Rogalsky! (2000),! después! de! varios! diagnósticos! realizados! entre!
1987! y! 1994! para! determinar! las! dificultades! de! los! estudiantes! en! el! aprendizaje! del! Álgebra!
Lineal,! concluyen! que! la! ausencia! de! conocimientos! previos! en! lógica! y! teoría! elemental! de!
conjuntos! contribuye! a! los! errores! que! cometen! los! alumnos! en! Álgebra! Lineal.! Entre! las!
dificultades! observadas! en! los! alumnos! también! mencionan! el! mal! uso! de! las! implicaciones!
matemáticas! por! la! confusión! entre! hipótesis! y! conclusión! que! también! fue! detectada! en! un!
estudio!posterior!por!Ibañes!&!Ortega!(2002).!
De! las! dificultades! antes!mencionadas! algunas! las! pudimos! observar! en! el! estudio! exploratorio!
realizado! para! este! trabajo,! entre! ellas! nos! encontramos! con! que! no! se! reconoce! el! papel!
condicional! de! la! hipótesis,! con! falacias! provenientes! de! falsas! simetrías,! manejo! indistinto! de!
implicación!y!su!recíproco!o!de!!p→q!y!¬p→¬q.!Encontramos!también!dificultades!en!la!utilización!
de! las! tablas!de! verdad!para!establecer! la! equivalencia! lógica! ya!que,! aún! cuando!presentan!un!
buen!manejo!de!ellas! confían!más!en!ejemplos!particulares!y!además!no!establecen!conexiones!
con!la!demostración.!




de! las! estrictamente! matemáticas,! como! las! que! se! refieren! a! relaciones! causales,! relaciones!
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temporales,! situaciones! falsas,! etc.! lo! que! da! lugar! a! algunas! de! las! dificultades! que! tienen! los!
alumnos.!Por!otra!parte!Thurston!(1994)!al!referirse!al!pensamiento!matemático!habla!de!que!en!
lógica! y! deducción! tenemos! algunos! modos! de! razonamiento! o! de! asociación! de! conceptos!
distintos! de! la! propia! deducción! lógica:! causa! y! efecto! (relacionado! con! la! implicación),! la!
contradicción!o!la!negación,!etc.!!Además!dice!que:!«los!matemáticos!al!parecer!generalmente!no!
confían!en!las!reglas!formales!de!deducción!tanto!como!ellos!piensan.!Más!bien,!sostienen!sólo!un!
bit! de! estructura! lógica! de! una! demostración! en! sus! cabezas,! rompiendo! demostraciones! en!




de! proposiciones! matemáticas! y! sus! componentes,! el! manejo! de! la! verdad! o! falsedad! de! las!








la! posible! congruencia! entre! la! fase! de! argumentación! y! la! subsecuente! producción! de! la!
demostración,! asumiendo! claramente! que! puede! o! no! ocurrir.! Lo! anterior! surge! cuando! en!
diferentes! estudios! se! pretende! aclarar! la! relación! entre! la! demostración! matemática! y! la!
producción!de!argumentos.!!
Dificultades:! De! acuerdo! con! Harel! &! Sowder! (2007)! la! creencia! de! los! estudiantes! de! que! la!
demostración! es! utilizada! únicamente! para! verificar! hechos! ya! conocidos! hace! que! no! tengan!
sentido! los! propósitos! y! el! significado! de! la! demostración.! Por! otra! parte! los! estudiantes! no!
sienten!la!necesidad!de!probar!una!proposición!cuando!intuitivamente!para!ellos!es!cierta.!
Posibles# causas:! La! matemática! se! presenta! al! estudiante! como! conocimiento! acabado! y! a!
menudo!se!le!solicita!probar!de!entrada!que!algo!es!cierto!o!falso.!
Intervención# didáctica:# Consideramos! que! es! necesario! involucrar! al! estudiante! en! procesos! de!
producción! de! conjeturas! en! las! que! la! intuición! pueda! crearles! conflicto! y! que! les! lleva! a! una!





estas! tareas! es! necesario! encontrar! números! con! ciertas! características! y! se! espera! que! los!
estudiantes!busquen!patrones!que!les!permitan!identificar!ciertas!clases!de!números!o!espacios!de!
ejemplos!!(Watson!!&!Mason,!2002,!2005)!de!forma!que!durante!el!proceso,!de!manera!similar!a!











de! sutilezas.! Distinguimos! habilidad! de! sutileza! en! la! línea! de! McClure! (2000);! por! habilidad!
entendemos! cosas! tales! como:! encontrar! un! par! conveniente! de! triángulos! congruentes! o!
semejantes,! encontrar!una! relación!oculta! en!una! figura,! o!dibujar!una! línea! suplementaria!útil.!
Algunos!ejemplos!de!sutileza!son:!modificar!un!problema!en!una!forma!lógicamente!equivalente!
que! resulte! más! fácil! de! resolver,! manipular! una! definición! o! cuidadosamente! relacionar! dos!
definiciones,!o! la!demostración!por! contradicción.!Así!pues,! la!habilidad! implica! la!manipulación!
experta!de!objetos,!mientras!la!sutileza!implica!la!manipulación!experta!de!conceptos.!Aunque!sin!




3.3.2.5.1 Recursos mediacionales 
!





Otro! recurso! utilizado! serán! las! hojas! de! trabajo,! que! son! una! herramienta! fundamental! para!
realizar! actividades! en! el! aula! ya! sea! con! calculadora! o! cualquier! herramienta! tecnológica! o! las!
habituales! con! lápiz! y! papel.! En! ellas,! en! algunos! casos,! se! presenta! un! problema! de! manera!
sucinta,!se!explora!acerca!de! la!definición'y' la' imagen!de! los!conceptos!a!trabajar!y!se! formulan!
preguntas!con!alguna!sugerencia!implícita!para!que!los!alumnos!empiecen!a!resolver!el!problema!
propuesto.! En! otros! casos! se! utilizan! para! la! construcción! de! conceptos! partiendo! de! una!
exploración!de! los!conocimientos!previos!para!posteriormente!guiar!y!apoyar! la!construcción!de!




sus! compañeros,! o! bien! guiados! por! ciertas! sugerencias! y! cuestionamientos! –! y! a! sintetizar! su!
experiencia! para! comunicarla;! por! otro! lado,! proporciona! información! al! profesor! acerca! de! la!
comprensión! que! los! alumnos! han! alcanzado! de! los! conceptos!matemáticos! involucrados! en! la!





plasmar! sus! ideas.! Con! el! uso! de! las! hojas! de! trabajo,! un! propósito! implícito! es! educar!




3.3.2.5.2 ¿Porqué  hojas de trabajo en esta ingeniería? 
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La! enseñanza! de! la! demostración! requiere! un! acercamiento! didáctico! diferente,! centrado! en! el!
alumno,! su! interacción!con! los! conceptos,! la! construcción!de!un! lenguaje! común!en!el! aula!o!el!
establecimiento!de!la!parte!formal!retórica,!la!negociación!de!los!significados!y!la!comunicación!de!
resultados.!Con!ello!se!busca!construir!los!conceptos!y!desarrollar!de!manera!colectiva!los!tópicos,!
de! tal! manera! que! los! alumnos! en! grupos! de! dos! o! tres! den! forma! a! sus! ideas! construyendo!
enunciados!y!argumentos,!para!luego!someterlos!a!la!crítica!de!otros!grupos!y,!en!conjunto,!buscar!
esquemas! de! prueba! convincentes! lo! más! cercanos! posible! a! las! demostraciones! que! se!
construyen!a!partir!de!un! sistema!axiomático!y!que!éste! crezca!paso!a!paso!con!cada! resultado!
demostrado.!En!este!sentido! las!hojas!de! trabajo!guían!al!equipo!para!que!organicen!y!plasmen!
sus! ideas! de! tal! manera! que! esta! comunicación! sea! lo! más! provechosa! posible! y,! algo! muy!
importante,!le!transfieran!la!responsabilidad!de!su!aprendizaje.!!
La! razón! más! importante! para! escribir! en! matemáticas! es! que! esto! mejora! el! aprendizaje! y! la!
comprensión!de!los!estudiantes.!Esta!razón!nos!ha!llevado!a!tomar!la!decisión!de!incluir!hojas!de!
trabajo!como!mediador!para!nuestra!Ingeniería!Didáctica,!al!igual!que!otras!razones!tales!como:!1)!
















situación! planteada,! apoyándose! en! la! herramienta! computacional! –si! es! el! caso! –! y! las! ideas!
propias!y!de!sus!compañeros.!
4.!Se'plantean'preguntas'sobre'los'resultados'así'como'retos!para!que!los!alumnos!no!se!limiten!a!
realizar! la! actividad.! Conviene! brindar! la! oportunidad! para! que! cuestionen! los! resultados! y!
expresen!otras!ideas!relacionadas!con!el!problema.!
5.!Discusión'y'conclusiones.!Es!importante!que!los!alumnos!en!pequeños!grupos!traten!de!extraer!











instrucción! de! la! demostración! matemática! y! los! objetos,! procesos! y! conceptos! implicados,! la!
actividad!desarrollada!es!sin!duda!de!naturaleza!esencialmente!cultural!y!social.!!
Las! interacciones! que! aparecen! como! ‘obligaciones’! o! normas,! explícitas! o! no,! entre! profesor! y!
alumnos!!son!las!nociones!de!norma#social!y!norma#sociopmatemática!(Cobb & Bauersfeld, 1995!y!
Yackel & Cobb, 1996),#resultando!de!la!discusión!de!cómo!las!influencias!ambientales!determinan!
las!creencias!de! los!estudiantes,!permiten! la!comunicación!y!condicionan! la!actividad!dentro!del!
marco!de!una!clase.!!
Las! normas! sociales! diferencian! las! actividades! que! corresponden! al! profesor! y! las! que!
corresponden!al!alumno.!Un!ejemplo!de!esto,!es!la!actitud!crítica!que!se!debe!adoptar,!frente!a!las!
afirmaciones! que! se! hacen!dentro! del! salón!de! clases.! Consideramos! como!una!norma! social! lo!
que! se!espera!de! los!alumnos!por!ejemplo,! al! intentar! justificar! las! soluciones! !propuestas!a! las!
distintas!cuestiones!generadas.!
Las! normas! sociomatemáticas! corresponden! únicamente! a! la! actividad!matemática! escolar,! por!
ejemplo,! cuando! una! solución! se! considera! matemáticamente! diferente,! matemáticamente!
sofisticada,! matemáticamente! eficiente! y! matemáticamente! elegante,! además,! otra! norma!
sociomatemática! es,! «qué! se! asume! como! una! explicación! o! justificación! matemáticamente!
aceptable»' Yackel! &! Cobb! (1996! p.! 461);! por! supuesto! que! estas! normas,! influyen! en! las!
oportunidades!de!aprendizaje!y!regulan!la!actividad!de!argumentación.!
D'Amore, Font, & Godino (2007)!clasifican!las!normas!según!dos!direcciones!complementarias:!
a)!El!momento!en!que! intervienen! las!normas:!diseño!curricular,!planificación,! implementación!y!
evaluación.! Las!normas!no!sólo! se!ponen!de!manifiesto!en! los!momentos!o! fases!en!que! tienen!
lugar! las! interacciones! profesor–alumnos! (implementación),! sino! también! en! los! momentos! de!
planificación,!evaluación,!y!en!la!fase!de!diseño!curricular,!donde!se!configuran!los!significados!de!
referencia!que!orientan!y!condicionan!los!significados!pretendidos,!implementados!y!evaluados.!
















mediador! es! esencial.! Para!Forman (2003),! la! naturaleza! de! la! comunidad! de! aprendices! se! ve!
afectada!no!sólo!por!la!cultura!creada!por!el!profesor,!también!por!la!amplitud!social!y!la!historia!
cultural!de!las!personas!que!comparten!el!salón!de!clase.!!
En! la! gestión! de! dinámicas! colaborativas! se! da! la! oportunidad! a! los! estudiantes! de! construir! el!
conocimiento! y! de! expresar! sus! ideas! en! forma! verbal.! En! este! ejercicio,! naturalmente! puede!
ocurrir!que! los!alumnos!se!distraigan!y!hablen!alejándose!del! tema!matemático!en!cuestión.!Sin!
embargo,! también! se! pueden! dar! situaciones! donde! haya! construcción! conjunta! de! aprendizaje!
matemático.!
Por!su!parte!Cobb (1999)!centrado!sobre!la!evolución!de!las!prácticas!matemáticas,!combinan!una!
perspectiva! social! sobre! comunidades! de! práctica! con! una! perspectiva! psicológica! sobre! las!
diferentes! formas! de! razonamiento! de! los! estudiantes! y! como! ellos! participan! dentro! de! estas!
prácticas.!Los!autores!dibujan!la!noción!de!actividades!para!recibir!y!compartir!(taken!as!shared).!
Para! Voigt (1995),! a! través! de! las! discusiones,! los! estudiantes! y! el! profesor! constituyen! una!
explicación! que! quizás! no! es! posible! construirla! de!manera! individual.! Se! llega! al! conocimiento!
compartiendo!y!dando!(taken!as!shared)!ideas.!!
Planas & Morera (2011)!argumentan!que!la!interacción!es!una!habilidad!que!debe!ser!practicada!
por!estudiantes!y!profesores!en! la!clase!de!matemáticas,!y!esta!práctica!está! influenciada!por!el!
concepto! que! se! tiene! sobre! su! valor! en! el! aula.! También! visualizan! la! interacción! como! un!
mediador! positivo! en! la! activación! y! el! avance! de! los! procesos! de! aprendizaje! matemático! y!
señalan! que! algunas! veces! la! interacción! no! facilita! el! aprendizaje! porque! quienes! interactúan!
tienen!poca!experiencia!sobre!cómo!escuchar!a! los!otros,!hablar!con!ellos,! llegar!a!acuerdos.!En!
este! sentido,! la! función! de! la! interacción! como!mediador! está! influenciada! por! la! habilidad! de!
alumnos!y!profesores!en!su!uso.!







conceptuales! en! el! aula! de! matemáticas.! En! ocasiones,! tales! acciones! se! presentan! como!
aportaciones! para! justificar! un! enfoque! de! resolución,! para! orientar! reformulaciones! y! para!
contribuir! a! la! reconstrucción! de! aprendizajes! vinculados! a! la! tarea! matemática.! También,!
sustentadas! en! datos! recogidos! del! trabajo! en! aulas,! confirman! que,! para! explicar! excepciones!
sobre!por!qué!hay!interacciones!que!no!ayudan!al!aprendizaje,!es!útil!analizar!las!expectativas!de!
los!participantes!sobre!el!trabajo!con!los!otros!y!las!normas!de!clase.!!
En! este! sentido,! la! relación! entre! interacción! y! aprendizaje! proporciona! de!manera! simultánea!
avances!y! limitaciones.!Sin!embargo,!enfatizan!que!algunas! limitaciones!del! trabajo!desarrollado!
en!pequeños! grupos! se! supera! durante! la! discusión! en! gran! grupo!puesto!que! la! interacción! se!
amplía!a!un!grupo!mayor!de!participación,!entre!ellos!el!profesor.!!
Esto! último,! condiciona! nuestro! actuar! en! relación! a! la! dinámica! de! interacción! de! nuestra!
Ingeniería!Didáctica,! primero!brindando! las! oportunidades! de! construcción! del! conocimiento! en!
las! interacciones! en!pequeños! grupos! y,! posteriormente! soportándolas! por! la! discusión! en! gran!
grupo!para!librar!las!limitaciones!de!las!producciones!en!pequeños!grupos.!
Desde! un! análisis! de! la! literatura! hemos! considerado! que! las! interacciones! pueden! resultar!
efectivas! si! se! caracterizan!por!un! intercambio!o! comunicación! ! real! y! verdadera.! Es!decir! si! los!
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participantes:! 1)! Se! comprometen! de! manera! voluntaria! en! las! interacciones! sociales! con! sus!
compañeros!y!con!su!profesor;!2)!participan!activamente!en!las!interacciones!y!se!involucran!con!
la!tarea;!3)!tienen!desarrolladas!las!bases!para!compartir!y!recibir!(takenBasBshared)!en!igualdad!de!
condiciones,! es! decir! participan! con! ideas! y! puntos! de! vista,! al! mismo! tiempo! que! respetan! y!
valoran! las!participaciones!de!sus!compañeros!y! su!profesor;!y!4)!no! representan!una!autoridad!
matemática!durante!el!desarrollo!de!la!interacción.!







En! relación! a! las! interacciones! en! gran! grupo! hemos! considerado! que! se! da! un! proceso! de!
construcción! guiada! y! para! ello! tomamos! en! cuenta! los!movimientos' productivos' en' el' discurso'
(productive'talk'move, Sohmer, Michaels, O’Connor, & Resnick, 2009, p. 107)!como!un!giro!en!la!
conversación!que:!1)!responde!a! lo!que!se!ha!dado!antes;! (2)!añade!elementos!al!discurso;!y! (3)!
anticipa!'o!establece'!lo!que!vendrá!después.!
Los!autores,!basados!en!estudios!detallados!observando!profesores!que!han!sido!efectivos!en!sus!
prácticas! usando! la! “conversación”! para! promover! el! aprendizaje,! en! la! tabla! 13! identifican! el!




Repetición! ‘Déjame! ver! si! entiendo! correctamente.! ¿Tú! dices! XXX?'! (con!
espacio!para!que!el!estudiante!pueda!seguirlo)!
Petición! a! los! estudiantes! para! que! repita! a! su!
manera!el!razonamiento!de!otro!
‘Puedes!repetir!con!tus!propias!palabras,!lo!que!él!dijo’!




Solicitar! a! los! estudiantes! que! expliquen! su!
razonamiento!y!proporcionen!evidencia!





Para! las! discusiones! en! grupo!orquestadas!por! el! profesor,! en! esta! Ingeniería! hemos! anticipado!
que!el!profesor!tenga!en!cuenta!los!movimientos!productivos!para!tratar!de!ponerlos!en!práctica.!
También!consideramos!en!nuestro!diseño,!que!durante!el!trabajo!en!pequeños!grupos!el!profesor!
puede!monitorear! para! observar! si! los! estudiantes! pasan!mucho! rato! buscando!una!manera! de!
abordar!la!tarea.!En!este!caso!sugerimos!que!interactúe!con!ellos!para!dar!un!apoyo!adecuado!a!su!
pensamiento! y! actuar! dentro! del! pequeño! grupo.! Para! ello! puede! tomar! en! cuenta! los! cuatro!
“movimientos!del!profesor”!(Jacobs & Ambrose, 2008)!para!que!continuen!sin!desanimarse!en!la!
tarea.!Estos!movimientos!son:!a)!Asegurarse!que! los!estudiantes!entienden! la! tarea! (¿qué!saben!
acerca!del!problema?)! y!de! ser!necesario! cambiar!el! contexto!a!uno!más! familiar,! b)! cambiar!el!
problema! a! uno! paralelo! con! valores! más! simples,! c)! preguntar! a! los! estudiantes! que! han!
intentado! hasta! el!momento,! y! d)! sugerir! el! uso! de! otra! estrategia! (has! pensado! acerca! de! las!
propiedades!de!estos!números).!!!!!
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Hasta!ahora!hemos!agotado! las!posibles! interacciones!que!pueden!ocurrir!en! la! implementación!
de!la!Ingeniería!y!podemos!pasar!a!definir!las!variables!didácticas.!
3.3.2.5.4 Variables Didácticas 
!






Como! variables! macroBdidácticas! podemos! tomar! en! cuenta! el! papel! mediador! de! las!
interacciones! y! las# hojas# de# trabajo.! También! el! papel! mediador! del! profesor! es! de! suma!
importancia.!En!nuestro!caso,!el!investigador!es!diferente!del!profesor!que!participa!en!la!puesta!
en! práctica! de! nuestra! Ingeniería.! El! profesor! que! la! implementa! fue! seleccionado,! primero!
preguntando! a! los! profesores! del! primer! semestre! de! la! licenciatura! en! juego,! quiénes! estarían!
interesados! en! colaborar,! posteriormente! se! pensó! en! elegir! al! profesor! de! grupo! que! tuviera!
cierta!influencia!sobre!él!y!para!quien!la!demostración!fuera!un!tópico!relevante!y!considerado!un!
problema! real! que! enfrentaban! los! estudiantes.! Así,! se! decidió! que! el! profesor! de! materia! de!
Cálculo! I! (Análisis! Matemático)! era! adecuado.! Esto! era! crucial,! dado! que! de! otra! manera! era!
complicado!que!los!estudiantes!accedieran!a!participar!ya!que!no!era!una!materia!curricular!y!en!
consecuencia!no! tendrían!una!calificación.!Al!profesor!previamente!se! le!mostraron! las!hojas!de!
trabajo! y! se! puso! en! antecedentes! sobre! la! organización! de! los! equipos,! acerca! de! darles!
oportunidad! de! interactuar! y! llegar! a! construir! conocimiento! nuevo! para! ellos.! Se! le! pidió! que!
luego!del!tiempo!necesario!para!el!trabajo!en!equipo,!apoyara!en!sesión!plenaria! la!socialización!
de!producciones! tratando!de!apoyarlos!entrelazando! las!producciones,!cuestionando!para! lograr!
afinarlas! y! finalmente! destacar! los! puntos! importantes.! Se! le! proporcionó! un! listado! de!
movimientos! del! profesores! considerados! importantes! para! lograr! discursos! académicamente!
productivo!en!el!aula!Sohmer,!Michaels,!!O’Connor!&!Resnick!(2009).!!
En! este! sentido! habría! que! dar! cuenta! de! los! cambios! provocados! por! la! interacción,! el! uso! de!
hojas! de! trabajo! y! las! acciones! del! profesor! en! la! activación! y! avance! de! los! procesos! de!
aprendizaje!matemático.!
!
3.3.3 Ingeniería Resultante 
#
El! supuesto! inicial! de! la! ID! ha! sido! que! entender! el! proceso! de! demostración! requiere! que! los!
estudiantes! sean! sometidos! a! situaciones! de! experimentación! (Chevallard,! 1992),! estudiar!
ejemplos!e!investigar!posibles!contraejemplos!(Lakatos,!1976),!situaciones!que!impliquen!definir!e!
interpretar! definiciones! (de! Villiers,! 1998),! modelar! (Freudental,! 1973),! formular! conjeturas! y!
demostrarlas,!desarrollar!habilidades!y!sutilezas!(McClure,!2000)!y!finalmente!llevarlos!a!organizar!
































Presentar!elementos!de! reflexión!a! través!de!ejemplos!conflictivos!que! les!permitan!obtener! las!
definiciones!adecuadas!e!identificar!los!riesgos!de!las!definiciones!“económicas”.!






algún! nivel! previo! a! excepción! del! de! número' feliz.! La! tarea! de! buscar! definiciones! precisas! se!
realiza! por! equipos! y! constituye! un! espacio! problemático! común! al!maestro! y! a! los! estudiantes!
para!construir!significados.!Una!vez!que!tienen!sus!“definiciones”!se!presenta!una!discusión!grupal!
en! la! que! se! pone! en! juego! la! importancia! de! definir,! de! tal! manera! que! no! se! admitan!
ambigüedades.! Se! trata! de! exhibir! la! utilidad! de! una! buena! definición! como,! por! ejemplo,! al!
intentar!persuadir!al!grupo!de!que!«el!producto!de!dos!números! impares!es! impar»,!con! lo!que!
también!podemos!introducirlos!en!las!definiciones!formalmente!operables.!Otro!punto!importante!
a! destacar! en! esta! discusión! es! el! de! interpretar! definiciones,! es! decir! dada! la! definición! poder!
proporcionar!ejemplos!apegados!a!la!misma!y!eventualmente!no!ejemplos.!Es!decir,!concienciar!al!
grupo! de! que! saberse! de! memoria! las! definiciones! no! garantiza! en! absoluto! comprender! su!
significado.!Al!acordar!en!grupo!las!definiciones!hay!que!procurar!que!la!definición!se!exprese!en!
la! forma!más! corta,! directa!posible! y! que! incluya!en! su! totalidad! y! sólo! a! los!objetos!deseados.!
Para! ello! es! conveniente! exhibir! en! la! discusión! diferentes! casos! que! propicien! el! conflicto,! por!
ejemplo:!al!revisar!la!definición!de!cuadrilátero!mostrar!figuras!no!cerradas!de!cuatro!lados,!o!con!
lados! curvos,! con! dos! lados! que! se! intersectan!más! de! una! vez! ! y! presentar! tanto! ejemplos! de!






defina! para! obtener! su! construcción! o! representación! gráfica.! Por! otra! parte,! se! refuerza! la!
conexión!de! las!definiciones! con!una!o!más!de! sus! representaciones.! En! la!parte!de!discusión! y!
debate! se! recomienda! analizar! en! grupo! las! construcciones! e! integrar! la! definición! apropiada! a!
partir! de! las!obtenidas!por! los! equipos!para! terminar!destacando! las! relaciones!encontradas.! Es!
importante!antes!de!pasar!a!otro!tópico!dejar!claro!con!diferentes!ejemplos!de!definiciones!que,!
en!matemáticas,!por!convención!si! significa!si' y' sólo' si'–reforzar!posteriormente!esto!cuando!se!










de! trabajo!se!proporciona! trabajo!extra!para!atender! la!diversidad!del!grupo.!Posteriormente!se!
presenta! un! espacio! para! la! socialización! con! la! totalidad! del! grupo! de! las! producciones! de! los!
equipos! utilizando! el! debate! científico! siendo! la! primera! cuestión! a! debatir! la! obtención! de! la!
definición!de!los!conceptos!listados!aceptada!por!la!totalidad!del!grupo;!la!segunda,!a!partir!de!la!
representación! del! objeto! proporcionar! su! definición;! y! por! último,! a! partir! de! una! definición!





El! papel! del! profesor! es! de!mediador,! es! decir,! es! responsable! de! promover! el! intercambio! de!
ideas! y! la! discusión! en! grupo! al! dirigir! el! debate! científico,! al! mismo! tiempo! que! actúa! como!
intermediario!entre!el!estudiante,! las!herramientas!mediacionales!y! los!conceptos,!al!asistir!a! los!
estudiantes!en!su!trabajo!con!las!actividades!de!clase!compartiendo!con!ellos!el!mismo!medio!de!
expresión.!El!profesor!regula!el!proceso!al!interactuar!con!los!equipos,!observando!sus!avances!y!
dificultades!y! realizando! intervenciones!oportunas.!El!profesor! también!actúa!como!organizador!
de! los! contenidos! al! sintetizar! al! final! de! las! sesiones! las! ideas! principales,! las! definiciones! y!
resultados!aceptados!por!los!estudiantes.!
!
En! las! interacciones!alumnoBalumno!se!discuten!y!negocian! las!definiciones!dentro!del!marco!de!







Posteriormente! todo! lo! que! se! expone! al! grupo! se! debe! acompañar! de! una! explicación! o!
argumentación;! las! definiciones! resultantes! deben! ser! concisas,! precisas,! consistentes! con! otras!
definiciones,! y! comprensibles! dentro! del! nivel! donde! se! operan.! Para! ello,! en! la! socialización! el!
! 119 
profesor!guía!la!discusión!identificando!los!aspectos!importantes!de!cada!contribución!tratando!de!
guiar! la! discusión! para! que! sean! los! mismos! estudiantes! quienes! vayan! identificando! las!
inconsistencias! y! afinando! sus! producciones! tomando! en! cuenta! las! aportaciones! de! sus!






La! primera! contiene! un! listado! de! objetos! matemáticos! (presuntamente! conocidos! por! los!
alumnos)! que! deben! definir! y! su! diseño! permite! a! los! estudiantes! activar! la! imagen! de! los!
conceptos! para! reflexionar! y! poder! negociar! una! definición! con! sus! compañeros! de! equipo.!




un! objeto! matemático! y! se! espera! que! a! partir! de! la! exploración,! manipulación! del! objeto,!
identificación! de! sus! componentes! y! conexiones! entre! ellas! y! las! preguntas! formuladas! se!
provoque!una!reflexión!en!los!equipos!y!se!pueda!negociar!una!definición!del!objeto!en!cuestión.!
En!esta!hoja!de!trabajo!se!presenta!una!actividad!de!ampliación!suponiendo!heterogeneidad!en!el!
















































Identificar!hipótesis! y! conclusión!en! implicaciones,! desde!enunciados!presentados!en! formas!no!
habituales!y!que!generan!conflicto!en!los!estudiantes.!!
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priori! que,! su! manejo! era! crucial! para! soportar! con! ellos! el! proceso! de! la! demostración!
matemática.! Después! de! identificar! el! tipo! de! errores! cometidos! por! diferentes! alumnos! en! el!
mismo!medio! en! el! que! se! implementaría! la! Ingeniería,! consideramos! que! en! el! diseño! de! las!
tareas!se!debería!tener!especial!cuidado!para!que!los!conceptos!y!objetos!fueran!construidos!por!
los! alumnos!a!partir!de! sus!experiencias! y! conocimiento!previo!en!el! contexto! cotidiano!y!en!el!
contexto! matemático! y! después! en! gran! grupo! fueran! afinados! para! formar! parte! de! su!
conocimiento!científico!y!formal.!!
!
Entre! los! tópicos! tratados! se! da! la! construcción!de! la! definición!de!proposición!matemática,! así!
como!oportunidades! para! probar! y! refinar! la! definición! generada,! a! partir! de! identificar! de! una!
lista!de!enunciados!extraídos!desde!diferentes!contextos!y!presentados!en!diferentes!formas.!Hay!
una! parte! específicamente! dedicada! a! las! implicaciones! lógicas! en! la! que! se! espera! que! los!
estudiantes! identifiquen! la! forma!“si,…,!entonces”!de! la! implicación,! sus!diferentes!variantes,!así!
como! sus! componentes! (hipótesis! y! conclusión)! y! el! papel! que! juegan! en! el! proceso! de! la!
demostración.!Se!trata!de!brindar!oportunidades!para!juzgar!el!valor!de!verdad!de!algunas!de!ellas!
y!pedirles!que!realicen!justificaciones.!
Los! conectivos! lógicos! (conjunción,! disyunción! incluyente! y! excluyente,! implicación! y!
bicondicional)!son!otro!tópico!de!gran!relevancia!y!fundamentales!para!abordar!y!comprender!la!
estructura!de!las!proposiciones!matemáticas!(obtención!de!nuevas!proposiciones!compuestas!de!
otras! simples)! y! su! relación! con! las! tablas! de! verdad! asociadas.! También! para! estudiar! las!
tautologías!o!leyes!lógicas!y!su!sentido!para!demostrar!en!matemáticas.!!
Comprender!la!negación!de!enunciados!que!contienen!disyunción,!conjunción!y/o!cuantificadores!
(para! todo,! para! cada,! para! algún,! etc)! son! de! gran! importancia! para! trabajar! en! un! ambiente!
matemático! formal.! Sin! embargo! éste! es! un! tópico! que! no! resulta! sencillo! para! los! estudiantes!
principiantes! en! este! ambiente,! en! virtud! de! que,! al! no! tener! oportunidades! para! aclarar! estas!
nociones,! ellos! extraen! significado! de! su! uso! informal! lo! que! suelen! confundirlos! cuando! se!
preparan!para!trabajar!en!un!ambiente!matemático!formal.!!
En!resumen,!desde!el!análisis!a!priori!(revisión!teórica!y!estudio!exploratorio!del!medio)!creemos!
que! bridar! oportunidades! para! que! los! estudiantes! construyan! conocimiento! de! las! nociones!
básicas!de! lógica!elemental!y!para!que! relacionen!y!distingan!el! funcionamiento!del! lenguaje!de!
conectivos! lógicos! y! cuantificadores! en! la! práctica! formal! e! informal! dota! a! los! estudiantes! del!
aparato!lógico!suficiente!para!introducirlos!en!la!demostración.!!
Finalmente,! en! este! bloque! los! estudiantes! se! familiarizaran! con! el! uso! de! ejemplos! y!
contraejemplos!en!el!contexto!de!la!demostración!matemática.!El!uso!de!ejemplos!es!una!técnica!
natural! de! los! estudiantes! para! probar! la! verdad! en!matemáticas.!No! obstante! deben! entender!
que!para!probar! la! falsedad!de!una!proposición!es!suficiente!exhibir!un!ejemplo!en!el!que!no!se!
cumpla! (contraejemplo),!mientras! que! para! probar! la! verdad! de! la! proposición! no! es! suficiente!









aparecen!en!el! anexo)!que! serán! resueltas!por!equipos!de! trabajo!de!3! a!5!estudiantes.! Para! la!
dinámica!de! trabajo!primero! se!presentan!a! los!equipos! las! tareas! (convencionales! y!de!desafío!
para! atender! diversidad)! para! que! sean! discutidas! en! los! equipos! y! se! convenga! una! solución!
grupal,!en!forma!de!registro!escrito!en!la!hoja!de!trabajo!correspondiente.!A!continuación,!en!una!
sesión!en!gran!grupo!mediada!por!el!profesor,! se!presentan! las!producciones!de! los!equipos,! se!
comparan! y! discuten! para! acordar! un! producto! final! que! resuelva! las! tareas! encomendadas.!
Finalmente,!se!cierran! las!sesiones!con!un!resumen!de!conceptos!e! ideas!principales!en!torno!al!
uso! y! la! importancia! de! las! proposiciones,! los! conectivos! lógicos! y! el! manejo! de! ejemplos! y!
contraejemplos! para! demostrar! verdad! en!matemáticas! y! en! consecuencia! desarrollar! actitud! y!
rigor! ! en! matemáticas.! ! Durante! el! trabajo! en! equipo,! los! estudiantes! tienen! oportunidad! de!
interactuar! con! sus! pares! sin!miedo! a! cometer! errores! y! desde! su! conocimiento! previo,! que! la!
mayoría! de! la! veces! viene! condicionado! por! su! uso! en! el! lenguaje! cotidiano! (al! no! ser! temas!
tratados!en!el!curriculum,!como!ya!lo!hemos!mencionado!derivado!del!análisis!a!priori),!creemos!




una! etapa! de! ajuste! al! utilizarse! en! diferentes! contextos! siendo! deseable! que,! al! realizarlo! con!





Primero! se! da! tiempo! para! el! trabajo! en! pequeños! grupos.! Durante! las! interacciones! entre! los!
alumnos! discuten! y! negocian! la! resolución! de! la! tarea.! Para! ello,! activan! sus! conocimientos!
previos,! sus! experiencias! en! contextos! informales! e! informales! y! establecen! las! conexiones!
necesarias.! Las! producciones! derivadas! en! la! forma! descrita! se! organizan! y! presentan! en! forma!
escrita!en! las!hojas!de!trabajo!correspondientes!para!guiarse!posteriormente!al!exponerlas!en!el!
debate!científico!con!la!totalidad!del!grupo.!!





la! discusión! identificando! los! aspectos! importantes! de! cada! contribución! tratando! de! regular! la!
discusión!para!que!sean!los!mismos!estudiantes!quienes!vayan!identificando!las!inconsistencias!y!
afinando!sus!producciones!tomando!en!cuenta!las!aportaciones!de!sus!compañeros.!Finalmente!el!








En! la! hoja! #! 3! los! alumnos! iconstruyen! la! definición! apropiada! de! proposición! matemática!
estableciendo! conexiones! con! su! conocimiento! previo! y! con! las! experiencias! en! las! que! las! han!
utilizado.! Ellos!han! tenido!experiencias! con! las! proposiciones! cuando! sus!profesores!han!escrito!
algunas! y! las! han!demostrado,! o! también! las! han!podido! ver! en! sus! libros! de! texto! durante! los!
cinco! meses! anteriores,! incluso! en! experiencias! en! educación! secundaria! y! bachillerato.! Sin!
embargo,! no! hemos! podido! identificar! momentos! en! los! cuáles! se! les! explique! qué! es! una!
demostración! y! cómo! identificarla.! Después! de! construida! y! aceptada! en! su! equipo! de! trabajo,!
ésta! se! pone! a! prueba! identificando,! entre! una! lista! de! enunciados! extraídos! desde! diferentes!
contextos! matemáticos! y! en! una! variedad! de! formas! y! estructuras,! áquellas! que! satisfacen! su!
definición! y! son! reconocidas! por! ellos! como! proposiciones! matemáticas.! Durante! este!
reconocimiento! su! definición! puede! sufrir! adaptaciones.! Entre! las! proposiciones! son! tratadas!
específicamente! las! implicaciones! de! las! que! se! presentan! diferentes! tipos! para! que! sean!





La! hoja! de! trabajo! #! 4! constituye! el! medio! para! acercarlos! a! los! conectivos! lógicos! desde! el!
contexto!cotidiano,!que!de!acuerdo!al!análisis!a!priori!juega!un!papel!determinante!en!los!errores!
cometidos! con! su!manejo! (e.g.! Epp,!2003;! y!Alvarado!&!González,!2009;2010),! construyendo!un!






brinda! la! oportunidad! de! sacar! provecho! del! uso! de! ejemplos! como! principal! estrategia! de!
verificación! de! verdad! que! es! utilizada! de! manera! natural! por! los! alumnos.! Aquí! se! presentan!



















































Desarrollar! la! noción! de! pregunta! clave! para! derivar! información! matemática! nueva! de! la!
información!disponible.!









o! bien! tomando! en! cuenta! la! información! que! es! necesaria! para! llegar! a! la! conclusión.! En! esta!
parte! se! ponen! en! juego! el! manejo! de! definiciones! (trabajado! en! el! bloque! I)! y! el! manejo! de!
conectivos! lógicos,! estructura! de! las! implicaciones! y! papel! condicional! de! la! hipótesis! (tópicos!
abordados!en!el!bloque!II).!Este!conocimiento!es!crucial!para!el!manejo!de!los!procesos!de!avanzar!
y! retroceder,! como! el! tránsito! de! un! enunciado! verdadero! a! otro! también! verdadero.! Avanzar!




apoye! en! la! elaboración! de! una! versión! condensada! para! comunicar! bajo! los! lineamientos! del!
medio!matemático,!es!decir,!tal!como!aparecen!las!demostraciones!en!los!libros!de!texto,!artículos!
de!investigación!o!conferencias.!
Por! último,! a! partir! de! demostraciones! en! su! versión! condensada! o! en! el! formato! del! medio!
matemático,! se! presentan! oportunidades! a! los! estudiantes! para! extraer! significado,! presentar!





Las! cuatro! sesiones! de! este! bloque! están! reservadas! para! aprender! como! contenido,! y! no! en!
forma! paramatemática,! el! método! de! avance! y! retroceso.! Este! método! es! útil! para! demostrar!
implicaciones!mediante! la! extracción! de! información! relevante! organizada! de!manera! que! sean!
identificados! los! principales! elementos,! deducciones! y! argumentos! con! la! intención! de! poder!
realizar!una!versión!de!la!demostración!para!comunicarla!en!las!formas!de!registro!matemático!de!
la!disciplina.!Además!se!trata!de!que!los!estudiantes!que!sean!capaces!de!leer!demostraciones!de!
diferentes! fuentes! aceptadas! por! los! profesionales! del! área.! Las! sesiones! están! guíadas! por! las!
hojas!de!trabajo!(#6,!#7!y!#8!que!aparecen!en!el!anexo).!!
En! este! bloque! el! profesor! comienza! con! un! ejemplo! de! cómo! demostrar! una! proposición! en!
forma!de!una!implicación,!apoyándose!en!el!conocimiento!que!han!logrado!los!estudiantes!en!las!
sesiones!anteriores!para!que!sean!ellos!mismos!los!que!vayan!realizando!los!pasos!y!respondiendo!








A! continuación,! se! realizar! la! socialización! con! la! totalidad! del! grupo! de! las! demostraciones!
producidas!de!los!equipos.!Al!darles!la!oportunidad!de!compartir!y!comparar!las!producciones!se!
identifican! puntos! de! desacuerdo! e! inconsistencias! siendo! el! profesor! quien! desde! su!
conocimiento!especializado!puede!organizar!la!discusión!provocando!los!movimientos!pertinentes!
para!lograr!concretar!producciones!formales!y!aceptadas!por!el!grupo.!!Finalmente!las!sesiones!se!








construir! las! demostraciones! solicitadas.! Para! ello,! extraen! significado!de! las! definiciones! de! los!
conceptos!involucrados!y!de!la!estructura!de!los!enunciados,!realizan!deducciones,!organizan!sus!




contribución! y! trata! de! regularla! para! que! sean! los! mismos! estudiantes! quienes! vayan!








ofrece!espacios!para! extraer! información,! regular! su! avance,! para! registrar! y! organizar! las! ideas!
importantes!y!por!último!para! llevarlos!a!escribir! versiones! condensadas!de! sus!demostraciones!
para! que! sean! comunicadas! en! la! comunidad! de! práctica! con! las! reglas! aceptadas! por! los!
matemáticos.!En!el!caso!de!la!hoja!#!8!se!da!oportunidad!para!prácticar!en!el!proceso!inverso,!es!
decir! a! partir! de! una! versión! condensada! de! las! demostraciones,! se! guía! a! los! estudiantes! para!
poder!extraer!su!significado,!leerla!y!entresacar!las!principales!ideas!y!detalles!dando!sentido!a!la!
demostración! y! logrando! su! completa! comprensión.! En! este! bloque! se! da! oportunidad! a! la!
construcción!de!las!demostraciones,!pero!además!se!va!más!allá,!dado!que!defendemos!la!postura!





























Introducir! el!método!del! contrapositivo! a! partir! del!método! avance! retroceso! y! de! reducción! al!







En! este! bloque! cobran! sentido! todos! los! bloques! anteriores.! Es! en! los! métodos! indirectos! de!
prueba! dónde! se! establecen! el! mayor! número! de! conexiones! con! las! sesiones! previas! de! la!
ingeniería!didáctica.!Tales!conexiones!dan!sentido!a!los!métodos,!que!presentados!sin!conectarlos!
con!una!tabla!de!verdad!los!ayude!a!comprender!la!equivalencia!lógica!o!mediante!un!método!más!














las! hojas! de! trabajo! #9! y! #10! (anexo)! negociando! en! el! seno! de! los! equipos! la! extracción! de!
















It is important to prove, however, it is more important  
to improve.  
Center of Mathematical Modeling and Scientific 
 Computing (CMMSC), National Chiao Tung University (NCTU) 
#
Este' capítulo' concentra' el' análisis' de' datos' obtenidos' durante' la' implementación' de' nuestra'
Ingeniería'Didáctica.'Después'de'describir'los'instrumentos'de'toma'de'datos,'se'realiza'el'análisis'
a' posteriori' de' las' sesiones' desarrolladas' organizadas' en' cuatro' bloques' y' siguiendo' las'
interacciones'en'pequeños'grupos,'sus'registros'escritos'y'finalmente'la'socialización'conducida'por'
el'profesor.'
4.1 Rasgos generales 
!
La! Ingeniería! consta! de! doce! sesiones! ! organizadas! en! diez! hojas! de! trabajo! que! los! pequeños!
grupos! debían! completar.! Estas! sesiones! fueron! organizadas! en! cuatro! bloques! o! etapas!
jerárquicas:!construcción'de'definiciones,'iniciando'la'actitud'y'rigor'matemático,'métodos'directos'
de' demostración' y' métodos' indirectos' de' demostración.! Tal! estructura! jerárquica! es! apropiada!
para!nuestros!propósitos!en!virtud!de!los!conceptos!y!procesos!que!pueden!construirse!a!partir!de!
la! construcción! y! consolidación! de! otros! más! básicos.! Como! veremos! más! adelante! esta!
organización! será! un! factor! para! elegir! el! modelo! metodológico! para! analizar! los! procesos! de!
abstracción.!!
Para! la!obtención!de!datos!se! realizaron!grabaciones!de!audio!de! las! interacciones!en!equipo! (a!
excepción!de!la!sesión!5!por!olvido!no!intencional!y!de!la!sesión!10!por!no!respetarse!la!dinámica!
planeada! en! pequeño! grupo),! grabaciones! de! audio! de! la! socialización! con! el! grupo! completo!
(excepto! la! sesión! 5),! se! entregaron! informes! escritos! de! las! hojas! de! trabajo! realizadas! en! los!
pequeños!grupos,!!se!tomaron!notas!de!campo!y!se!tomaron!en!cuenta!los!archivos!informáticos!






























acuerdos! serían! discutidos! posteriormente! en! gran! grupo! en! la! socialización! de! respuestas!
conducida!por!el!profesor.!Como!veremos,!esta!forma!de!trabajo!resulta!muy!conveniente.!
Para! organizar! el! análisis! se! seguirá! esta! misma! dinámica! de! construcción! del! conocimiento.!
Primero!presentaremos,!en!cada!tarea,!un!análisis!de! la!transcripción!de! la! interacción!en!uno!o!
dos!equipos,!luego!se!presentará!un!concentrado!de!respuestas!de!todos!los!equipos!acompañado!
de!su!respectivo!análisis!y!finalmente!se!presenta!la!transcripción!y!análisis!de!la!puesta!en!común!
de! las! producciones! derivadas! del! trabajo! en! pequeños! grupos! con! la! totalidad! del! grupo! y!
conducidos!por!el!profesor.!!!
Algunos! de! los! hallazgos! derivados! de! este! capítulo! han! sido! documentados! por! los! autores! en!
Alvarado!&!González!(2013a;!2013b;!2013c;!2014)!y!González!&!Alvarado!(2015).!
4.2 El modelo RBC como herramienta teórica para el análisis  
!
La! comprensión! de! la! relación! entre! la! construcción! de! conocimiento! por! los! individuos! y! la!
construcción! del! conocimiento! compartido! (de! una! diada,! de! pequeños! grupos! y! de! grupos!
completos)! es! crucial! en! la! investigación! relativa! a! los! procesos! de! aprendizaje! en! el! aula! e!
involucra! los! dominios! cognitivo! y! social.! No! obstante! observar! y! analizar! con! detalle! dichos!
procesos!dentro!de!un!contexto!(e.!g.!aula)!es!sumamente!complicado!en!virtud!de!que!los!datos!
son!masivos!y!confusos.!!Hershkowitz, Hadas, Dreyfus, & Schwarz (2007)!proporciona!un!ejemplo!
de!investigación!en!la!cual!se!analiza!el!flujo!de!conocimiento!de!un!estudiante!a!otro,!hasta!que!
consiguen! una! base! común! de! conocimiento.! Este! tipo! de! investigación! se! centra! sobre! los!
procesos' de' construcción! y! los! constructos! en! un! momento! dado! del! tiempo,! al! igual! que! su!
consolidación.!Los!autores!hablan!de!conocimiento'compartido,!si!la!base!común!de!conocimiento!
permite! a! los! estudiantes! del! grupo! continuar! construyendo! y! actualizando! conocimiento! de!
manera!colaborativa!en!el!mismo!tópico.!Los!autores!reconocen!que!se!han!basado!en!el!trabajo!
de! Cobb! de! aprendizaje! colaborativo! (takenBasBshared! activities),! pero! Hershkowitz, Hadas, 
Dreyfus, & Schwarz (2007)!van!más!allá!en!varias!perspectivas:!
• La!microBperspectiva:!proveen!evidencia!detallada!de!las!bases!compartidas!de!conocimiento,!




tiempo! en! varias! lecciones! para! observar! y! analizar! a! los! estudiantes! construyendo! nuevo!
conocimiento! matemático! en! una! actividad,! y! observar! y! analizar! en! detalle! si! y! cómo! los!
estudiantes!usan!su!conocimiento!en!otras!actividades!(consolidación).!
• La! perspectiva! teórica:! consideran! cómo! los! estudiantes! van! a! través! de! un! proceso! de!
abstracción!en!el!sentido!de!construir!una!nueva!pieza!de!conocimiento!por!matematización!
vertical! y! cómo! ellos! interactúan! con! otros! estudiantes! en! el! grupo! para! seguir! procesos!
paralelos!de!abstracción.!
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• La! perspectiva! metodológica:! para! analizar! los! puntos! o! perspectivas! anteriores! utilizan! el!
modelo! de! abstracción! RBCBC! y! muestran! como! el! modelo! es! eficiente! para! un! análisis!
profundo!de!la!construcción!del!conocimiento!compartido!del!grupo.!!!
!
Hemos! revisado! la! evolución!de! esta! investigación! y! ! su!modelo! teóricoBmetodológico! conocido!












para! la! emergencia! de! la! definición! de! número! primo,! una! RRacción! puede! verse! como! un!
“bloque”,! cuando! los! alumnos! recurren! a! algunos! números! primos! conocidos! (2,! 3,! 5,! etc)! para!
observar! sus! características,! o! bien! pensar! en! la! división! como! una! operación! necesaria! para! la!
definición,!o!algún!contexto!o!procedimiento!donde!han!sido!utilizados!(cálculo!del!mínimo!común!
múltiplo).! Otro! ejemplo! que! podemos! citar! es:! cuando! los! estudiantes! enfrentan! la! tarea! de!
demostrar!una!proposición.!Ahí!algunas!de!sus!RRacciones!serían!cuando!expresan!la!definición!o!
significado!de!los!conceptos!u!objetos!que!aparecen!en!el!enunciado!de!la!proposición;!o!cuando!
reconocen! sus! componentes! (hipótesis! y! conclusión! en! una! implicación);! o! bien! su! estructura!
(implicación,!bicondicional).!
!
Las! acciones!para!edificar!o!BRacciones,! ocurren! cuando! se!entrelazan!algunos!de! los!elementos!
derivados!de! las!RRacciones! para! construir! con!ellos!una!pieza!mayor! (compuesta!de!más!de!un!









para! reunir! los! elementos! que! permiten! por! primera! vez! expresar! la! definición! aceptada! de!
número!primo!(siguiendo!los!ejemplos!de!los!parrafos!anteriores),!o!bien!en!la!tarea!de!demostrar!
una! proposición,! cuando! se! entrelazan! R! y! BRacciones! para! expresar! por! primera! vez! la!
demostración!completa.!Si!aprovechamos! la!analogía!de! los! “bloques!de!construcción,!podemos!
observar!que!una!vez!concretada!una!BRacción,!al!retomarla!para!ligarla!con!otra,!esta!toma!ahora!
forma!de!RRacción.!Al! igual!que!una!CRacción!una!vez! terminada! la!definición!o! la!demostración,!
cuando!es!utilizada!en!otro!proceso!de!construcción,!puede!tomar!forma!de!RRacción!en!el!nuevo!
proceso,! o! bien! si! está! vinculada! al! proceso! donde! fue! construida,! constituye! una! CRacción! de!










a! retomar! conceptos! u! objetos! conocidos,! intentando! “reconstruir”! sus! definiciones! para!
posteriormente! compararlas! y! negociarlas! con! otros! estudiantes! en! un! proceso! de! socialización!




Las! tareas!mencionadas! se!dan!desde!una!aproximación!genética!o! reconstructiva! caracterizada!
por!no!presentar!los!conceptos!u!objetos!como!productos!terminados,!sino!más!bien,!centrándose!
en! procesos! matemáticos! genuinos! mediante! los! cuales! pueden! desarrollarse! o! reconstruirse!
conceptos!u!objetos.!Sin!embargo,!esta!aproximación!no!necesariamente! implica!un!aprendizaje!
por! descubrimiento,! en! virtud! de! que,! el! profesor! puede! participar! con! una! explicación!
reconstructiva!durante!la!negociación!en!el!grupo.!
!




conocidas! con! anterioridad! y! se! define! después.! Para! definir! a! posteriori! por! lo! general! se!
selecciona!un!subconjunto!apropiado!de!propiedades,!que!sirve!como!definición,!mediante!el!cual!
se!pueden!deducir!el!total!de!propiedades.!!













de! definiciones! Pinto! &! Tall! (1999)! consideran! que! los! estudiantes! manejan! de! dos! maneras!
distintas! las! definiciones! formales:! o! bien! dando' significado! a! través! de! la! consideración! de!
ejemplos!o!por!extracción'de'significado!a!través!de!la!manipulación!y!reflexión!sobre!la!definición!
misma.! Para! tener! éxito! usando! la! primera!opción! se! requiere!dirigir! la! reconstrucción!de! ideas!
personales! y! centrarse! sobre! las! propiedades! esenciales! de! la! definición! para! integrarlas! en! la!
teoría!formal.!La!segunda!forma!evita!algunas!dificultades!respecto!a!la!primera!y!los!estudiantes!
terminan!construyendo!una!teoría! formal!no!relacionada!con! imágenes! informales.!Más!aún,! los!
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alumnos! pueden! tener! éxito! o! no! con! cualquiera! de! las! dos! formas! descritas.! Alcock! &!Weber!
(2005)!obtienen! resultados! similares!de!estas!dos!aproximaciones,! aunque! las!denominan!como!
referencial! y! sintáctica.! En! el! análisis! de! las! producciones! no! geométricas! de! los! estudiantes!
ampliamos!esta!caracterización.!
!
En! este! bloque! se! atiende! uno! de! los! principales! procesos! de! construcción! del! conocimiento!
matemático,! el! proceso! es! definir! siendo! el! resultado! de! este! proceso! la! definición! negociada!
(proceso! de! definir/definición! negociada).! Aunque! las! definiciones! tratadas! son! de! objetos! y!
conceptos! en! apariencia! utilizados! y! dominados! por! los! estudiantes,! al! tener! la! necesidad! de!
“definirlos”,!se!ven!envueltos!en!un!proceso!de!abstracción!que!pasa!por!tres!etapas:!la!necesidad!
de! acordar! una! definición,! la! emergencia! de! la! definición! negociada! y! la! consolidación! de! la!
definición,!al!utilizarla!en!diferentes!contextos.!Este!proceso!de!la!reconstrucción!de!definiciones!
matemáticas!se!analiza,!como!mencionamos!en!el!apartado!anterior,!a!la!luz!del!modelo!teóricoB
metodológico!Abstraction' in'Context'(AiC)! (Schwarz,!Dreyfus!&!Hershkowitz,!2009)!y! las!acciones!




inicial! simple,! vaga,! no! desarrollada! y! ausente! de! consistencia.! El! desarrollo! de! abstracción!
procede!desde!el!análisis!de!la!etapa!inicial,!a!la!síntesis!para!llegar!a!una!forma!elaborada.!!
!
El! bloque! consta! de! dos! hojas! de! trabajo:! (1)! la! primera! destinada! a! la! reconstrucción! de!
definiciones! de! conceptos!matemáticos! sugeridos! y! también! a! generar! ejemplos! de! objetos! en!
correspondencia!con!una!definición!dada;!(2)!en!la!segunda,!se!pretendía!que!intentaran!construir!
dos! representaciones! de! un! mismo! objeto! matemático! (mediatriz! de! un! segmento),! una!
descripción! sintética! o! definición! y! una! representación! visual! de! manera! articulada.! Luego,!




por! ser! demasiado! elemental! y! sencilla.! Decide! entonces,! comenzar! con! la! segunda! hoja,! que!
suspende!después!de!la!exploración!y!construcción!de!la!parábola,!una!vez!que!se!convence!de!la!
dificultad!que!representa!para!los!estudiantes!manejar!las!definiciones!y!el!lenguaje!matemático.!
Posteriormente,! decide! implementar! la! primera! hoja! para! retomar! a! continuación! la! segunda.!
Aunque!en!el!análisis!se!consideró!este!inconveniente!se!respeta!el!orden!inicial.!!
#
4.3.1 Análisis de la Hoja de trabajo #1: Definiciones 
#
La! sesión! correspondiente! a! esta! hoja! de! trabajo! se! llevó! a! cabo! el! 12! de! junio! de! 2009.! Para!
realizar! la!tarea! los!alumnos!debían!trabajar!en!pequeño!grupo!durante!45!minutos.!Dicha!tarea!
consistía! en! 12! conceptos,! para! los! que! debían! construir,! de! la! manera! más! precisa,! sus!





necesidad! de! discutir! las! debilidades! encontradas,! para! poder! afinar! y! modificar! de! manera!
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conveniente! las! definiciones! se! decidió,! y! fue! posible,! extenderse.! La! dinámica! impuesta! por! el!







se! dividió! en! 9! equipos! de! 2! o! 3! estudiantes;! de! esos! 9! equipos,! 4! (A,B,C,D)! eran! del! primer!
semestre!y!los!5!restantes!(E,F,G,H,I)!eran!de!diferentes!semestres.!!!!!
!
La! presentación! y! análisis! de! la! hoja! 1! lo! realizamos! en! dos! apartados! distinguiendo! entre! las!
definiciones! no! geométricas! y! las! geométricas,! aunque! en! la! sesión! se! trabajaron! dichas!
definiciones!de!manera!alternada.!En!cada!apartado!se!caracterizan!y!analizan!en!primer!lugar,!las!
definiciones!que!reconstruyeron!los!estudiantes!en!equipos,!posteriormente!algunas!interacciones!
seleccionadas! de! los! equipos! y! finalmente! la! socialización! en! gran! grupo.! Las! interacciones!
seleccionadas!para!el!análisis!fueron!las!de!los!equipos!del!primer!semestre!(A,B,C!y!D),!dado!que!
son! los! alumnos! que! participarán! en! todas! las! sesiones! de! la! Ingeniería.! De! estos! equipos,! se!
eligieron!los!que!aportaban!elementos!interesantes!para!el!análisis.!Si!una!producción!es!discutida!
ampliamente!en!la!socialización!y!la! interacción!en!el!equipo!pero!no!aporta!más!elementos!que!
los! encontrados! en! la! socialización! no! será! incluida! en! el! análisis! evitando! la! repetición.! Cabe!
mencionar! también! que! cuando! se! presenta! el! análisis! de! los! diálogos! del! equipo!A! se! captan!
fragmentos,! que! ocurren! antes! o! durante! la! socialización,! donde! se! realiza! una! comparación!
intencional! o! casual! con! las! producciones! de! otros! equipos! y! que! la!mayoría! de! las! veces! este!
hecho! provoca! un! cambio! en! sus! respuestas.! La! explicación! de! que! esto! no! aparezca! en! otros!
equipos! es! que! al! finalizar! el! trabajo! en! equipo! se! apagaron! las! grabadoras! de! audio! dejando!
únicamente! una! para! registrar! la! socialización.! Sin! embargo! la! grabadora! del! equipo!A! se! dejó!












diferentes! equipos! con! la! misma! numeración.! También! con! frecuencia! encontraremos! que! los!
alumnos!realizan!una!tarea,!continúan!con!otras!y!en!algún!momento!retornan!a!las!tareas,!razón!







De!acuerdo! con!Weber!&!Alcock! (2004,!2009)! y!Weber! (2009)!el! razonamiento!en!matemáticas!
avanzadas!puede!ocurrir,!al!menos,!de!dos!maneras!cualitativamente!diferentes:!1)!centrado!en!el!
formalismo!y!la!lógica,!comenzando!con!definiciones,!axiomas,!utilización!de!manipulación!lógica!y!
deducciones! formales! para! producir! nuevos! teoremas! o! resultados;! o! bien,! 2)! enfocado! en!




demostración,! para! designar! el! conjunto! de! caracteres! primitivos! (letras,! palabras,! números,!





las! definiciones! que! reconstruyen! los! alumnos! a! partir! de! otras! ya! conocidas! y! utilizadas!
previamente.!Las!definiciones!referenciales!se!corresponden!con!el! razonamiento!semántico!y!el!









d)! Si! la! definición! es! parcial,! ! es! decir! es! correcta! en! un! dominio! restringido;! determina!














La! interacción! en! el! equipo! A! se! inicia! reconocimiento! la! necesidad! de! la! noción! general! de!
múltiplo!(RRacción),!con!la!consideración!errónea!de!n!como!número!real.!Al!pedir!una!aclaración!
[2],!que!actúa!como!mediador!en! la!modificación!de! la!definición!construida,! se!produce!una!CR
acción![3]!(CA0):!la!primera!definición!de!números!pares!como!múltiplos!de!2.!Tratar!de!explicar!las!

































antes! discutidas! para! decidir! que! sí! es! o! no! par! (BRacción).! Las! normas! establecidas! de!manera!
implícita!permiten!una!discusión! rica! con! la!que! se!acuerda!que!«0!está!en! los!enteros».!Así!en!
[291]!tiene!lugar!una!CRacción!(CA1),!en!la!que!construyen!aparentemente!la!misma!definición,!CA0%!



















































comunicación! efectiva.! Otra! integrante! adopta! el! rol! de! mediadora! [31]! verificando! que! ! los!




















28 Harel! (2001,! p.! 191)! distingue! dos! tipos! de! generalización:! basada! en! patrones! de! resultados!




En!esta! interacción!en!el!equipo!C!podemos!concluir!que!aún!en! las!situaciones!más!simples! los!
alumnos!utilizan!ejemplos!como!verificadores!y!derivan!conjeturas!a!partir!de!los!resultados!y!no!
de! los! procesos.! Podemos! concluir! también! que! para! construir! las! definiciones! visualizan! las!
similitudes! entre! los! ejemplos! que! han!
sugerido! y! no! las! diferencias29.! De! la!
misma!manera! exploran! las! similitudes!
con! otras! definiciones! y! no! las!
diferencias! (percibiendo! además!
dificultades! con! los! cuantificadores)! lo!
que! deriva! en! definiciones!
inconsistentes.!!!
!
En! la! figura! 25! vemos! que! el! equipo!C!
utiliza! como! referente! la! definición! de!
otro! concepto! y! establece! conexiones!




























B! Es! un! número! que! está! en! los! enteros! tal! que! su!
división! por! dos! es! exacta.! (n/2=p' donde' p' ∈Ζ).!
[lenguaje!mixtoBcorrectaBno!económica]!








y! entre! dos.! [definición(primo)Blenguaje! cotidianoB
ambiguaBno!económica]!
H! Son! todos! los! números! múltiplos! del! número! 2.!
[lenguaje!cotidianoBcorrecta]!
1a)'a'procedimiento'(33.3%)'
B! Es! un! número! que! está! en! los! enteros! tal! que! su!








C! Es! aquel! número! que! se! puede! dividir! entre! el!
mismo!y!entre!1.![refiere!definición!de!primoBlenguaje!
cotidianoBincoherente]!




29 (Vinner S. , The role of examples in the learning of mathematics and in everyday thought processes, 2011, 
p. 248)! establece! que! el! proceso! de! formación! de! un! concepto! involucra! dos! mecanismos!
cognitivos.! El! primero!es! el! de! identificar! similitudes,! la!mente!distingue!en!qué! se!parecen!dos!
objetos!y;!el!segundo!consiste!en!distinguir!las!diferencias.!!!


























de! la! forma:!2n+1!para!n∈Ζ.' '{2n+1|n∈Ζ!}! [lenguaje!
formalBcorrecta]!
!
La!mayoría!de! las! definiciones! son! referenciales!para!número!par! (66.6%)! y! para!número! impar!
(55.5%).! En! ambos! casos! se! construyen! de! forma! mayoritaria! a! partir! del! referente! a! un!
procedimiento!y!a!partir!de!otra!definición.!
Dadas!las!similitudes!de!las!definiciones!de!los!dos!conceptos!nos!concentraremos!en!el!caso!de!la!
definición!de!número!par.!En! los!equipos!A,!F,!G,!D! y!H! se!centran!en! la!noción!de!múltiplo,!en!
concreto! los!grupos!A,!F!y!G! (definiciones'correctas)!apoyan!su!definición!con!lenguaje!simbólico!
apropiado,! lo!que!puede! ser!debido!a!que! los!estudiantes!de! los!grupos!F! y!G! no! son!de!nuevo!
ingreso!y!ya!están!familiarizados!con!esta!notación.!En!el!caso!del!grupo!H!producen!una!definición!
ambigua! dado! que! el! uso! del! conectivo! “o”! tiene! interpretaciones! distintas! en! el! lenguaje!
matemático! y! en! el! lenguaje! cotidiano.! En! matemáticas! tiene! un! significado! no! excluyente,! y!
cuando! se! quiere! utilizar! como! excluyente! la! expresión! utilizada! es! “o! bien! …o! bien”.! En! el!
lenguaje!cotidiano!el! significado!es!excluyente,!que!es!el! sentido!que!dan! los!estudiantes!por! lo!
que!admite!más!de!una! interpretación! resultando!ambigua.!Además! se! considera!no'económica!
porque!en!el!texto!se!puede!prescindir!de!«…!o!múltiplos!del!2…!».!En!cuanto!al!grupo!D!se!da!una!
definición!parcial!que!no!incluye!a!los!pares!negativos!y!está!expresada!en!un!lenguaje!cotidiano.!
Por! otra! parte,! también! en! relación! con! los! números! pares,! los! grupos! B,! C,! E,! I! apoyan! su!
definición!en! la!noción!de!divisibilidad.!En!el!caso!del!grupo!C,!señalan!que!número!par!es'aquel'
número' que' se' puede' dividir' entre' sí' mismo' y' entre' dos,! es! decir,' sobra! la! parte! sombreada.!
Además!el!significado!de!la!expresión!«que!se!puede!dividir»!da!lugar!a!más!de!una!interpretación!




En! cuanto! a! las! definiciones!de! los! grupos!B! y! de! I! se! clasifican! como!no' económicas' correctas.!
Tales!aportaciones!se!caracterizan!porque!el!texto!sombreado!no!aporta!información!adicional,!es!
decir,! se! puede! derivar! del! resto! del! texto! o! bien! se! ha! incluído! en! él! de!manera! implícita.! Sin!
embargo,!aún!y!cuando!la!definición!que!producen!los!equipos!es!correcta,!este!tipo!de!sutilezas!
implican! un! razonamiento! deductivo.! En! el! caso! de! la! respuesta! dada! por!B,! se! agrega! que!«el!
número!está!en!los!enteros»!y!no!se!percibe!que!esto!se!derive!del!hecho!de!que!el!cociente!de!la!
división!entre!dos!es!exacto.!Por!su!parte,!en! la!definición!del!grupo! I# ,'es'aquel'que'es'divisible'




de!dos.!El!criterio!de! incluir!al!cero!puede!estar!relacionado!con!la! imagen!visual!de! los!espacios!
ocupados!por!los!números!pares!y!con!el!tamaño!de!los!saltos!en!la!recta!numérica!más!que!con!el!






A! continuación! se! presenta! la! discusión! en! gran! grupo! de! las! producciones! anteriores.! Como!
hemos!visto!antes,!el!trabajo!en!equipos!permite!una!relación!entre!interacción!y!aprendizaje,!que!
proporciona! de! manera! simultánea! avances! y! limitaciones.! Algunas! limitaciones! del! trabajo! en!
equipos! se! superan! durante! la! discusión! en! grupo! dado! que! se! amplía! a! un! grupo! mayor! de!
participantes,!entre!ellos!el!profesor.!En! la!discusión! se!pueden! recuperar!aspectos!o!puntos!de!
vista! ignorados!en!el!equipo!(e.g.! la!definición!alternativa!de!número!par!dada!por!el!estudiante!
del!equipo!C!que!no!fue!tomada!en!cuenta).!Todas!las!producciones!se!generan!en!grupo,!es!decir,!
se!parte!de! las! respuestas!de! los!alumnos!y! se!van!modificando!de!acuerdo!a! sus!aportaciones,!
aunque! sean! inducidas! por! cuestionamientos! del! profesor.! Aquí! el! profesor! tiene! un! rol! como!
mediador!en!la!activación!y!avance!de!los!procesos!de!aprendizaje.!!
!





del! equipo! D,! posteriormente! en! los! fragmentos! [13B26]! se! discute! sobre! la! definición! de! C# y!












[7]! P:! Por! ejemplo! ¬! [responde! un! alumno]!
2,4,6,…!




acción! del! equipo!C! (CC0! línea! 33! de! la! interacción).! En! [3]! el! profesor! demanda! explicación! del!
significado!“local”!de! las!palabras!empleadas!con!el!propósito!de!clarificar!el! lenguaje!utilizado!y!
buscar! la! manera! apropiada! de! escribirlo.! Esto! constituye! una! RRacción! de! la! necesidad! de! un!
lenguaje!común!al!grupo.!La!explicación!ofrecida!por!los!alumnos!utilizando!diferentes!palabras!y!
ejemplos!como!mediadores!para!!clarificar!constituyen!BRacciones!que!los!conducen!a!la!CRacción!
[9]! como!un! primer! intento! de! definición! en! gran! grupo! (C1),! que! de!momento! no! se! acepta! ni!




idea! inicial! de! los! alumnos,! toma! el! papel! de! autoridad! para! extender! el! conocimiento! en! una!
forma'constructiva!de!definir!de!acuerdo!con!(de Villiers, 1998).!
!
[21]! Profesor:! [Retomando]! Entonces! para! la! definición! de! número! par! tenemos! hasta! el! momento! 2!
opciones:!1)Esto!de! ir!ascendiendo!se! llama!progresión!aritmética,!parto!de!un!número,!en!este!caso!0,!y!
vamos!agregando!siempre!la!misma!cantidad,!en!este!caso,!dos.!Por!otra!parte![…]!
[22]!P:!Pero! resulta!que!únicamente!obtenemos! los!pares!positivos,!así!que!para!completar! con! los!pares!
negativos,!hacia!la!izquierda!voy!restando.!
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En! esta! intervención! el! profesor! exhibe! una! RRacción! al! reconocer! que! falta! incluir! a! los! pares!
negativos!y!la!importancia!del!lenguaje.!A!partir!de!esto!se!da!una!CRacción,!C2!en![24]!y!ocurre!una!
nueva!CRacción!C3![25]!como!extensión!de!la!anterior.!En!el!fragmento!observamos!que!se!cierra!la!
posibilidad! de! interactuar! con! los! alumnos.! Aquí! observamos! que! C2! y! C3! son! acciones! que!
concreta!el!profesor!y!no!son!propiamente!construcciones!de!los!estudiantes.!No!obstante,!hemos!













realidad! cualquier! número! se! puede! dividir! entre! sí! mismo! y! 1.! Entonces! esta! no! es! una! característica!
exclusiva!para!los!números!pares.!Veamos!entonces,!qué!distingue!a!los!pares!
!
A! diferencia! del! fragmento! anterior,! sí! hay! participación! de! los! alumnos.! No! obstante! en! [13]!
aunque!hay!una!demanda!genuina!(en!términos!del!lenguaje!utilizado!por!los!alumnos)!que!invita!












![19]! As:! Sí,! que! no! tenga! decimales!
[un! alumno! del! equipo! E! interviene]!
Que!me!dé!cero!el!residuo!
[26]!P:!La!opción!2)!Un!número!que!al!
dividirlo! entre! 2! su! residuo! es! [un!
alumno!reponde]!Cero!
!!









la! frase,! «se! puede! dividir»,! aparece! reiteradamente! en! las! interacciones! de! los! equipos.! No!
obstante,! los!alumnos!durante!su!educación!básica!realizaban!divisiones!donde!el!cociente!es!un!
decimal.!Este!hecho!lo!podemos!atribuir!a!que!cuando!se!divide,!por!ejemplo!3!entre!2,!es!común!
escuchar! que! los! niños! dicen! «no! se! puede»!o! «no! cabe»! entonces! toca! a! 1! y! sobra! 1;! y! como!
podemos!ver!esta!manera!espontánea!de!uso!del!lenguaje!se!mantiene!hasta!el!nivel!universitario.!
Por!otra!parte,!vemos!que!aunque!se!discute!sobre!las!aportaciones!de!C!y!D,!el!profesor!orienta!la!
discusión! para! tratar! la! definición! producida! previamente! en! el! equipo! E! ampliando! con! ello! la!
definición! del! concepto,! CRacción! C4! [26].! En! el! fragmento! [28B42]! el! profesor! aborda! las!
producciones!de!A,!F!y!G#para!construir!otra!definición!de!número!par.!
!
[28]! Profesor:! […]se! fijan! que! la! primera!
definición! aunque! es! correcta! tiene!
algunas! palabras! que! cuesta! trabajo!
escribirlas! claramente.! […]! la! idea! es! […]!





[31]! P:! Entonces! digo! que! es! par.!
Recuerden! cuando! estaban! en! primaria!
que! les! decían:! “revisen! su! operación! a!
ver! si! está! bien.”! ¿Qué! operación! tenían!
que!hacer?!¬!
[32]! As:! La! operación! inversa! de! la!




forma! 2*5.! Entonces! los! números! pares! qué! forma! deben!
tener!¬!
[34]!As:!2!por!“algo”!
[35]! P:! 12! tendrá! la! forma! 2! por! “algo”! ¬[responden! los!
alumnos]!Sí!2!por!6,!así!que!es!par!
[37]! P:! 13! tendrá! la! forma! 2! por! “algo”! [responden! los!
alumnos]!No!
[39]! P:! Entonces! los! números! pares! qué! forma! tienen!
[contesta!un!alumno]!2!por!un!entero!
[41]! P:! […]! tenemos! otra! definición! los' números' pares' son'
aquellos'que'tienen'la'forma'2n'donde'n'es'un'entero'[escribe]!
Los!números!pares!son!de!la!forma!{2n%n∈Ζ}.!Lo!de!n∈Ζ!se!




Aunque! antes! se! obtuvieron! definiciones! de! número! par! aceptadas! por! el! grupo,! en! este!














































emprender! BRacciones! para! formar! las! bases! sobre! las! que! descansa! la! definición! y! su!
construcción.! Tal! transformación! deriva! en! nuevas! definiciones,! convenidas! para! salvar!























C3[25! F2]! :! Sucesión!
de! números! enteros,!
donde! partiendo! del!



















































En! las! figuras!26!y!27!se!utiliza:!Ci!para! identificar! las!definiciones!construidas! (CRacciones)!en! la!
socialización,! CAi! para! indicar! las! definiciones! construidas! en! el! equipo! A# y! CCi! en! C.! ! En! los!











la! que! podemos! apreciar! que! cuando! la! entidad! lingüística! “divide”! entra! en! juego! los! alumnos!
activan!todas!las!situaciones!y!el!criterio!de!selección!con!frecuencia!está!vinculado!al!uso!reciente!
de!la!palabra!(considerada!como!algo!físico,!visual!o!vocal)!y!no!del!concepto!(considerado!como!
abstracto!como!se!puede!ver!en! la!RRacción! [93]!donde!se!habla!de!número! impar!previamente!
visto,!y!en!la!frecuencia!con!la!que!se!ha!utilizado!a!nivel!operativo![86B89].!Lo!primero!lo!podemos!
atribuir! a!que!están!habituados! a!una!organización! secuenciada!de! los! contenidos!escolares! y! a!
que! la!matemática!elemental! se!ha! tratado!como!un!conjunto!de!procedimientos!a!dominar.!En!
[95]! la!BRacción! se! produce! cuando! vinculan! y! aplican!que! la! división! entre! 0! no! es! posible! que!
finalmente!se!concreta!en!la!CRacción!(C0)!compuesta!por!las!BRacciones![88,!94!y!95].!!



























2)% Qué! verifica! una! división?!
Multiplicación!más!residuo!
3)% 12! tiene! la! forma! 2*6⇔! es!
número!par!!!!!!!!!!!!!%






























al! 0,! por! ejemplo! el! dos,! y! no! se! retoma! la! definición! escrita! para! reconsiderar! esta! situación.!




división.! Pensando! que! dividendo! y! divisor! deben! ser! diferentes,! descartan! el! “caso! trivial”!





















En! el! fragmento! [104B106]! no! avanzan! para! completar! una! definición,! el! profesor! cambia! la!








































[119]! P:! […]! si! dividen! 0! entre! cualquier! número!
diferente!de!0!¿qué!pasa?![escribe!0!entre!3]!!
[120]!As:!Toca!a!cero!y!sobra!cero!





número! que!multiplicado! por! a! nos! dé! b.! ! Para! lo! anterior! un! estudiante,! de!manera! errónea,!









en! el! contexto! cotidiano,! se! parte! de! construir! una! serie! de! ocurrencias! del! concepto! para! las!
cuales! se! supone! que! éste! se! aplica! (RRacciones)! y! se! establecen! conexiones! entre! significados!
(formas!de!decir!lo!mismo!para!clarificar)!como!«4!divide!a!20!o!bien!20!es!divisible!entre!4!o!20!es!
múltiplo!de!4».!Es!decir,!a!partir!de!la!imagen!del!concepto!se!construye!su!significado!con!ayuda!
de! ejemplos! conectados! (BRacciones)! que! van! provocando!modificaciones! encaminadas! hacia! la!
definición! del! concepto! (CRacción).! Como! en! las! definiciones! anteriores! encontramos! como! la!
activación! y! demanda! de! ejemplos! resultan! mediadores! eficaces! para! la! construcción! de!
definiciones!y!ampliación!de!significado.!!
A!continuación!vemos!BRacciones!inducidas!por!el!maestro!en!las!que!se!desplazan!de!los!ejemplos!







estudiantes! consideran!que!para!que!a'divida'a'b! se!necesita!que!a≠0! y!este!hecho!ocupa!gran!
parte!de!la!discusión.!Consideramos!valioso!que!el!maestro!vaya!conduciendo!la!reconstrucción!de!
la!definición!a!partir!de!las!aportaciones!de!los!alumnos!y!en!ese!afán!se!omite!un!análisis!fino!de!
los! elementos! que! se! pueden! derivar! de! otra! parte! del! texto,! como! en! este! caso! la! imposición!
innecesaria!de!que!a!sea!distinto!de!cero.!
!




[130]! P:! Entonces! 4! divide! a! 20! [escribe! 4#20]! o! bien! 20! es! divisible! entre! 4! o! 20! es!múltiplo! de! 4.! Tres!
formas!de!decir!lo!mismo.!




























A! el! resultado! de! b/a=c! para! c∈Ζ! y! a≠0' ! [lenguaje! mixto! con! debilidades,! correctaBno!
económica]'
B! su! división! es! un! número! entero! y! su! residuo! es! cero,! y! a≠0! [lenguaje! mixto! con!
debilidadesBambigua]!






















En! estas! definiciones! nos! encontramos! sólo! con! una! definición! sintáctica! (E# correcta)! y! el! resto!
referenciales.!De!las!referenciales!el!55.5%!tienen!como!referente!el!procedimiento!de!la!división!y!
de!ellas,!se!consideran!dentro!de!las!incoherentes!a!C,!H!y!D!por!centrarse!únicamente!en!destacar!
que! cuando! a≠0' es! posible! realizar! la! operación! de! división! y! esta! idea! no! está! ligada! con! la!
definición!de!divisibilidad.!En!el!caso!de!A!se!considera!una!definición!no'económica'correcta,!dado!
que!no!visualizan!que!a≠0! se!puede!deducir!del! resto!del!enunciado.!A! la!producción!de# B# se! le!
considera#ambigua!porque!no!indican!quién!es!dividendo!y!quién!divisor,!situación!que!es!común!
confundir.! El! resto! de! referenciales! (el! 33.3%),! refiere! a! la! definición! de! múltiplo,! todas! son!
incoherentes;!F!confunde!el!orden!de!a!y!b,!mientras!que!G!e!I!no!indican!que!k!debe!ser!entero.!





























anteriormente! [45B46],! recuerdan! ejemplos! concretos! ! de! números! primos! [48]! y! los! relacionan!






















entre! “construcción”! y! factorización! de! un! número).! Al! parecer! en! [56]! se! da! una! RRacción! de!















!Las! RRacciones! [63,! 67,! 68]! son! intentos! de! comparar! la! definición! que! han! construido! en! los!









































La! totalidad! de! respuestas! fueron! referenciales! asociadas! a! un! procedimiento.! No! se! obtuvó!






El! resto,!77.7%! fueron!consideradas!parciales.! Esta!distinción! se!hace!cuando!consideramos!que!
son!válidas!en!un!dominio! restringido.!Tales!definiciones! tienen!validez! sobre!el! conjunto!de! los!
números!enteros!positivos,!aunque!de!manera!explícita!no!lo!dicen,!al!pensar!en!la!existencia!de!
únicamente!dos!divisores.!La!interpretación!que!podemos!dar!es!que!ésta!es!una!definición!típica!





práctica! se! habla! de! número! primo! como! entero! y! no! se! percibe! que! es! importante! hablar! de!
enteros!positivos,!si!pensamos!que!sólo!tiene!dos!divisores.!Se!produce!el!conflicto!de!continuar!
utilizando!una!definición!que!ya!no!resulta!operativa!y!adecuada!para!el!nuevo!contexto.!Para!este!
tipo! de! sutilezas! no! se! tienen! espacios! previstos! en! los! programas! de! secundaria! a! licenciatura!




















A! continuación! el! profesor! provoca! el! conflicto:! si! están! definiendo! un! número! primo! como!
entero,!entonces!los!ejemplos!(2,3,5,7,11,…)'mencionados!en!los!equipos,!no!cumplen!la!condición!
porque!tendrían!más!de!dos!divisores!enteros!(1,B1,!p!y!–p).!Aquí!el!profesor!provoca!BRacciones!
[58,! 60]! en! las! que!podemos! ver! la! fuerza! de! los! ejemplos! para! conducir! a! una!BRacción! que! el!
alumno!expresa!en![62]:!sí![el!5!es!primo!y!no!encaja!con!la!definición],!pero!no![estoy!seguro!de!la!
definición! que! conozco].! Aquí! las! acciones! del! profesor! son! de! suma! importancia! en! la!
construcción! de! conocimiento! compartido! en! el! grupo! dado! que! provoca! las! acciones! de! los!
estudiantes!para!avanzar!en!tal!construcción.!
!
[55]! Profesor:! Muy! bien! pero! ahora! aquí! hay! que! aclarar! algo.! El! 5! es!










En! el! fragmento! siguiente! se!pudo!extender! la! definición!parcial! o! restringida! al! dominio!de! los!





























La! siguiente! tarea! era! negociar! primero! en! equipo! y! después! en! grupo! la! definición! de!
subconjunto,!para!ello!se!les!da!inicialmente!la!frase!para!completar:!Se'dice'que'A'es'subconjunto'








lenguaje! formal!conjuntista.!Observamos!RRacciones!donde!se!reconoce! la!necesidad!de!usar! los!
términos!“pertenencia”!y!“elementos”![149],!de!un!diagrama!(que!asocian!con!geometría)![150],!
conceptos! de! “universo”,! “conjuntos”! [153]! y! se! percibe! una! BRacción! para! su! representación!
gráfica!en![154].!Podemos!ver!que!en!la! imagen!del!concepto!tienen!la!representación!mediante!









[150]! Esto! es! de! geometría,! tienes! un! juego! [Juego!
para!trazos!geométricos]!
[151]!No!sé!una!definición!
[152]! Sí,! mira! piensa! primero! en! el! [conjunto]!
universo!
![153]!Bueno!el!universo!es!aquí![dibuja]!














































Del! concentrado! se! deriva! que! es! el! concepto! donde! se! presentan!más! definiciones! sintácticas!
(55.5%)! y! de! las! referenciales,! el! mayor! referente! fue! la! propia! definición! (A,! H# y! C)! y! a!
continuación!un!diagrama!(D).!Son!pocos!los!contextos!en!los!que!estudian!teoría!de!conjuntos;!de!
hecho! ahora! en! los! programas! de! secundaria! y! bachillerato! apenas! es! tratada! de! manera!
superficial.! Es! en! licenciatura! cuando! se! introducen! estos! conceptos! en! primer! semestre.! Esto!
explica!que! la!mayoría! tenga!una!definición!sintáctica!o!con!referente!hacia! la!propia!definición.!













Es! posible! que! ante! la! exigencia! de! formalidad! y! cuidado! sintáctico! en! sus! definiciones! tengan!
razón! al! demandar! que! el! enunciado! “correcto”! que! se! propone! para! completar! tendría! que!
incluir:!“Sean'los'conjuntos'A'y'B'”!
De!las!definiciones!sintácticas!se!tienen!las!de!los!equipos!E,!I,!B,!F!y!G!!que!se!caracterizan!por!ser!
correctas! y! por! utilizar! un! lenguaje! formal! con! la! notación! conjuntista! adecuada.! La! diferencia!
entre!ellas!es!que!en!los!equipos!B,!F#y!G!,!con!la!intención!de!decir!como!se!denota!el!hecho!de!






definidos! por! letras! mayúsculas.! El! profesor! inicia! un! proceso! de! filtrado! invitando! a! los!
! 151 
estudiantes! para! afinar! el! lenguaje! y! tiene! lugar! una! RRacción! donde! se! considera! que! deben!











los! conjuntos! se! llaman! elementos.!
Elementos! son! los! que! me! definen! el!
conjunto.! ¿?! Ahora! quiero! que! este!
conjunto!A!esté!en!B.!Qué!significa!esto¬.!
!
Luego! podemos! ver! que! el! proceso! de! filtrado! se! concentra! en! BRacciones! [205B209]! para! dar!
significado!a! lo! expresado!en! lenguaje! cotidiano!«que!este! conjunto!A! esté!en!B»! de!diferentes!
maneras.! Este! ha! sido! un! recurso! utilizado! con! frecuencia! tanto! por! estudiantes! como! por! el!













de! definirlo! con! el! lenguaje! que! se! tiene! en!
matemáticas! si! no! tendríamos! serios! problemas.!





matemáticas)! que! les! exija! demostrar! la! igualdad! de! dos! conjuntos.! Enfoca! la! discusión! para!
mostrar!y!razonar!sobre!la!técnica!de:!probar!primero!que!todos!los!elementos!de!A'están!en!B!y!




aclarar! la! situación,! el! profesor,! en! [215]! da! una! explicación! conectando! nuevamente! con! el!
lenguaje! cotidiano! la! situación! “que!pasaría! si”! y! reforzada!por!un!diagrama!de!Venn.! ! En! [216]!
vemos!que!un!alumno!identifica!el!universo!como!unión!de!los!conjuntos!en!juego!(A!y!B).!Se!está!
considerando! que,! además! de! que! A⊂B,! B! puede! estar! también! contenido! en! A,! entonces! el!
alumno!asemeja!esta!situación!al!conjunto!universal!que!es!subconjunto!de!sí!mismo,!aunque!eso!
puede! ocurrir! con! cualquier! conjunto.! En! este! sentido! se! percibe! la! influencia! del! diagrama!













para! probar! que! dos! conjuntos! son! iguales!




[215]! P:! Sí,! que! pasa! si! todos! estos! elementos! están!
aquí! y! los! de! este! conjunto! están! acá.! Todos! los! de!A!
viven!en' B! y! los!de!B! viven!en!A' [señala!diagramas!de!
Venn]!
B! [escribe! A⊂B! ]! y! después! que! todos! los!
elementos!de!B!están!en!A!
[218]! As:! ¿Cuándo?! [contesta! el! profesor]! A! lo!
largo!de!la!carrera![licenciatura]!




cuanto! al! referente! más! utilizado! para! ! reconstruir! la! definición! se! observa! que! los! alumnos!
recurren!sobre!todo!a!los!procedimientos,!seguidos!de!los!casos!genéricos,!de!otras!definiciones,!




Finalmente! podemos! observar! que! las! definiciones! no! económicas! se! incluyen! dentro! de! las!
consistentes.! En!estas!definiciones,!parte!del! texto!no!aporta! información!adicional,! es!decir,! se!
puede!derivar!del!resto!del!texto!o!bien!se!presenta!en!él!de!manera!implícita.!Sin!embargo!aún!y!
cuando! la! definición! que!producen! los! grupos! es! consistente,! este! tipo! de! sutilezas! implican! un!







































































































































































































entrando! en! juego! la! interacción! de! la! imagen! del! concepto! que! tiene! cada! integrante! y! la!
negociación! para! producir! una! nueva!
definición.!Además!la!manera!de!definir!
se! hace! en! forma! descriptiva,! es! decir,!
se!exploran!diferentes!características!de!
un! objeto! matemático! conocido! y! se!
selecciona! un! subconjunto! apropiado,!
que! sirve! como!definición,!mediante! el!
cual! se! pueden! deducir! el! total! de!
propiedades.!La!figura!28,!realizada!con!
los! diagramas! de! Vinner! (1991),!
complementa! lo! ya! explicado!!
incluyendo! el! vínculo! con! las! acciones!
epistémicas! que! se! suceden! en! la!
emergencia!de!la!nueva!definición.!
!







Por!otra!parte!no!hemos!encontrado!un!marco!de!referencia!que! incluya! todas! las!aportaciones!
para! el! análisis! de! las! definiciones! geométricas! y! hemos! decidido! clasificarlas! en! ambiguas,!
incoherentes,!equivocadas,!correctas'y'parciales.!





Las' correctas:! Las! definiciones! que! determinan! unívocamente! al! objeto! matemático! en! juego,!
consideran!todos!los!casos!u!objetos!y!se!presentan!libres!de!incoherencias!y!errores,!conformes!a!
las!reglas!en!la!disciplina.!




visuales,' no' económicas' y' definiciones' económicas' correctas,! con! el! propósito! de! explorar! los!
niveles! de! comprensión,! dado! que! se! puede! establecer! una! correspondencia! entre! los! tipos! de!
definiciones!y!los!niveles!de!comprensión!de!Van!Hiele!como!vemos!a!continuación.!!
!




Nivel# II:# Definiciones' no' económicas,! son! definiciones! en! las! que! se! pueden! eliminar! algunas!
propiedades! que! no! son! escenciales! o! que! corresponden! a! casos! particulares! o! genéricos! del!
objeto! matemático! o! bien! que! se! pueden! derivar! de! otras! propiedades! (e.g.! rectángulo! es! un!






en! diferentes! posiciones! y! tamaños,! la! tendencia! espontánea! de! los! estudiantes! es! realizar! una!
lista! de! propiedades,! proporcionando! con! ello! una! descripción! (definición)! correcta! del! rombo,!
pero!no!económica!(sugiriendo!comprensión!en!nivel!II!de!Van!Hiele).!Mediante!ejercicios!que!les!
conducen! a! acortar! sus! definiciones! sin! tener! en! cuenta! algunas! propiedades,! se! concluye! que!
construir!definiciones!de!esta!manera!es!esencial!para!la!transición!del!nivel!II!de!Van!Hiele!al!nivel!
III,!ya!que!esto!ayuda!a!desarrollar!una!comprensión!de!la!estructura!lógica!de!enunciados!del!tipo!
"si,! entonces".! Por! ejemplo,! los! estudiantes! aprendieron! a! distinguir! claramente! entre! las!
relaciones!previas!de!una!figura!(premisa)!y!las!relaciones!que!de!ella!se!derivan!(conclusión).!!






La! estructura! que! seguiremos! para! el! análisis! será! la! misma! que! en! las! definiciones! no!
geométricas.! Primero! se! muestra! el! análisis! de! las! interacciones! en! los! equipos! A! y! B,!
posteriormente! las!producciones!escritas!generadas!en! los!equipos!y! finalmente!el!análisis!de! la!
socialización!en!grupo.!!
!!
En! la! negociación! inicial! en! el! equipo!A! se! centran! en!RRacciones! con! las! que! tratan! de! dibujar!
triángulos! isósceles!y!para!ello!buscan!medidas!adecuadas!de! los!ángulos.!De! [21B23]!extraemos!
que! la! tendencia! no! es! dibujar! casos! genéricos,! sino! los! casos! particulares!más! utilizados! en! el!



























45o]!es!parte!de! los! isósceles,!de!nuevo,! la!posición!en!que!aparecería!el! triángulo! rectángulo!al!
disminuir! en! la! misma! proporción! los! ángulos! de! la! base! no! les! resulta! familiar.! Más! aún,! el!









[38]! Entonces! el! ángulo! entre! a! y! b! es! menor!
que! 60o! [ángulo! desigual]! y! éstos! deben! ser!
mayores.!!
[40]! Y! éstos! deben! de! ser! ! mayores! e! iguales!
[incluye!al!triángulo!equilátero!como!isósceles].!
!
En! [41]!encontramos!una!BRacción,! cuando! tratan!de! construir!ejemplos!genéricos!de! triángulos!
isósceles!a!partir!de!fijar!un!ángulo!y!compensar!en!los!otros,!teniendo!implícita!la!RRacción!de!que!
la! suma! de! ángulos! de! un! triángulo! es! 1800.! Sin! embargo,! podemos! ver! que! un! estudiante! del!
equipo!no!está!convencido!que!sea!suficiente!abrir! los!dos!ángulos! iguales!en! la!misma!medida,!
sino! además! considera! importante! cuidar! que! los! ángulos! resulten! enteros! (“cerrados”)! y!
menciona!que! si! el! ángulo!desigual! fuera!45o! los!otros!dos!no! serían!enteros! [43].!Nuevamente!
podemos! apuntar! que! los! ejemplos! de! triángulos! con! ángulos! enteros! son!más! utilizados! en! el!
contexto!escolar.!De!acuerdo!a!de!Villiers!(1998),!esta!forma!de!definir!corresponde!a!una!forma'
descriptiva'o'a'posteriori!y!su!producción!es!de!tipo'visual.!En!nuestra!caracterización!esta!primera!
fase! de! construcción! corresponde! a! una! definición' parcial,! dado! que!mediante! la!RRacción' [47]!















Antes! de! compartir! sus! producciones! en! gran! grupo,! se! aprecia! que! aún! no! están! seguros! en!
relación!a!si!la!definición!debe!o!no!incluir!al!triángulo!equilátero.!En![302]!hay!una!RRacción!en!la!
cual! se! expresa! (en! relación! a! las! definiciones! de! otros! equipos)! que! decir! dos! lados! iguales! no!
necesariamente! significa! que! el! tercero! sea! diferente.! En! [302]! y! [307]! se! ha! producido! una!
definición' no' económica! asociada! al! nivel! II! de! comprensión! de! Van! Hiele.! Aunque! al! final! no!
consta!en!el!registro!escrito.!
!
[299]! No! hay! otra! (Risas)! [cuando! se! fijan! en!
definiciones! de! otros! equipos! antes! de! la!
socialización]!
[300]! Es! un! triángulo!que! tiene!dos! lados! iguales! y!
[302]! No,! es! que! no! está! definido! si! el! tercero! es!
igual!o!diferente![asienten]!








Hay! que! destacar! que! la! posición! de! los! triángulos! influye! en! la! construcción! de! ejemplos!
geométricos!y!que!dichos!ejemplos!no!se!dan!de!manera!aislada!se!perciben!como!elementos!de!
espacios! estructurados.! Este! último! fenómeno! lo! volvemos! a! encontrar! más! adelante! en! la!
construcción! de! ejemplos! aritméticos! (ver! sección! 4.3.1.3! Análisis! de! la! parte! II:!
Construcción!de!!números!felices!y!primos!felices,!!p.!172).!!
Por! otra! parte,! al! igual! que! en! la! reconstrucción! de! otras! definiciones! no! geométricas,! hay! que!
destacar! la! importancia!que!para!los!alumnos!tiene!el!comparar!sus!respuestas!con!otros!grupos!
intentando! encontrar! diferencias! como! un! mecanismo! de! control! previo! a! la! socialización! en!
grupo.!En!este!caso!observamos!cómo!esto!ayuda!a!desplazarlos!de!una!definición!visual!(nivel!I!de!
Van!Hiele)!a!una!definición!no!económica!(nivel!II!de!Van!Hiele).!!!




a! los! otros! dos.! Así! mismo! se! percibe! un! acuerdo! en! la! definición! negociada! con! la! única!
discrepancia! de! decidir! el! lenguaje! a! utilizar,! “diferente”! o! “desigual”,! “iguales”! o! “miden! lo!
mismo”.!!




[37]! [Triángulo! isósceles]! Es! una! figura!
regular.!
[38]!Figura!geométrica.!











A! Es! un! triángulo! que! tiene! 2! lados! iguales! y! uno! diferente! e! igualmente! dos! ángulos! iguales! y! uno!










sobre! triángulos!están! familiarizados!con! figuras!o!dibujos.!Las! respuestas!dadas!por!A,B,C,D! y!F!
están!basadas!en!la!propiedad!de!igualdad!de!los!lados.!En!los!grupos!A!y!B!la!igualdad!de!lados!no!
es! suficiente! y! además! incluyen! la! igualdad!de!ángulos.! Las!definiciones!de! los! cinco!equipos! se!




no! con! igualdad! de! lados! o! ángulos.! En! el! grupo! F! consideran! importante! además! incluir! a! los!
triángulos!dentro!de!la!familia!de!los!polígonos.!Por!otra!parte!E,!I!y!G,!aunque!también!basan!sus!
definiciones!en!la!propiedad!de!igualdad!de!lados,!no!excluyen!el!caso!del!triángulo!equilátero!y!es!
por!esa! razón!que! se! consideran!definiciones'económicas' correctas.'La!definición!proporcionada!
por! H! se! clasifica! como! equivocada,! pues! pone! de! manifiesto! que! ! confunde! los! triángulos!
isósceles!con!los!escalenos.!!
!
Durante! la! socialización! con! todo! el! grupo,! dada! la! homogeneidad,! la! discusión! se! centró! en! el!
reconocimiento! del! triángulo! equilátero! como! caso! particular! del! isósceles! [48B49B50a].! Aunque!










[46]! Profesor:! Bueno,! parece! que! esta! definición! es!
suficientemente! clara,! pero! quisiera! comentar,! si!




[50]! P:! [a]! Sí,! ¿verdad?! Aunque! coincida! que! el!
tercero! sea! igual.! Entonces,! si! pensamos! en! la!
definición! que! incluye! “y! un! lado! diferente”! el!
triángulo! equilátero,! que! tiene! los! tres! lados!
iguales,! no! sería! isósceles.! [b]Pero! con! la!
definición! “aquel! que! tiene! 2! lados! iguales”! el!







En! el! equipo!A! se! muestran! RRacciones! reconociendo! características! como! “cuatro! lados”! [63],!






apoya.! Esto! es! atribuible! a! la! relación!que! tiene!de! la! palabra! con! las! representaciones! visuales!
(ligadas! al! contexto! matemático).! La! definición! se! construye! a! través! de! la! descripción! de!
propiedades!visuales.!!
!
[63]! El! cuadrilátero! es! una! figura! que! tiene! cuatro! lados! que! están!
formados!()!!
[64]! Son! cuatro! lados,! cuatro! lados! cerrados,! ! pero! esa! es! una! figura.!
Bueno,!es!una!figura!cerrada!¿no?!!














muestra! (RRacciones)! como! un! contraejemplo! que! los! convence! siendo! una! “prueba”! de! que!
deben! incluir!en!su!definición!de!figura!geométrica!el!adjetivo!“cerrado”![319B321].!Se!producen!
otras! RRacciones! cuando! reconocen! que! para! referirse! a! los! lados! deben! usar! la! palabra!
“segmento”![331]!y!que!deben!considerar!“unión!de!segmentos”![332]!o!“vértices”![334].!
En! el! diálogo! se! aprecia! una! confusión! entre! los! términos! “segmentos”! y! “rectas”.! Esto! es!
comprensible!dado!que!son!elementos!primarios!que!se!introducen!de!manera!temprana!y!en!ese!
momento!no!están!preparados!para!“una!definición”.!De!manera!que!van!ligando!el!término!con!
la! situación! o! representación! en! que! es! utilizado.! En! relación! con! esto! Vinner! (2011)! habla! de!
cómo!se!forman!los!conceptos!a!través!de!ejemplos!en!el!contexto!cotidiano!y!muestra!cómo!a!un!





[316]! [En! forma! simultánea! a! la! socialización!pero! sólo! en!A]!
Son!todas!aquellas!figuras!geométricas!formadas!por!4!lados!
[317]!Ah,!ya!ves!




[321]! Ah! porqué! pensamos! que! esa! no! era! una! figura!






























De! este! diálogo! podemos! extraer! que! ahora! se! dirige! la! discusión! ahora! hacia! una! definición'
parcial! puesto! que! sólo! consideran! los! cuadriláteros! regulares! (con! todos! sus! lados! iguales).! Se!
perciben! RRacciones! [76B78]! encaminadas! al! reconocimiento! del! cuadrilátero! como! figura!
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[83]!Porque!un! cuadrilátero!no!nada!más!es!un! cuadrado! también!es! rectángulo! y! el! rectángulo!no! tiene!
todos![sus!lados]!iguales!




Sin! embargo,! aunque! no! discuten! más! su! aportación! y! pasan! a! la! definición! de! círculo,! en! la!




esto! nos! facilita! el! análisis! de! respuestas! obtenidas.! Para! ello! partimos! de! la! definición! y!
propiedades! que! usualmente! se! presentan! a! los! estudiantes! en! niveles! escolares! básicos.! «Un'
cuadrilátero'es'un'polígono'que'tiene'cuatro'lados.'Los'cuadriláteros'tienen'distintas'formas'pero'
todos' ellos' tienen' cuatro' vértices' y' dos' diagonales.' En' todos' los' cuadriláteros' la' suma' de' los'
ángulos'interiores'es'igual'a'360o.»!Aparentemente!se!trata!de!una!definición!clara!y!muy!sencilla!
si! previamente! se! sabe! qué! es! un! polígono.! De! hecho! en! cinco! de! los! equipos,! como! veremos!
enseguida,!se!habla!de!“figura!geométrica”!y!en!cuatro!de!“polígono”.!Esto!nos!lleva!a! investigar!





















tener! lados! curvos! y! no! se! descarta! que! dos! lados! se! puedan! cruzar.! Para!B! se! pueden! incluir!
también!figuras!no!planas,!abiertas,!de!lados!curvos!y!dos!lados!se!pueden!cortar.!!









En! la! socialización!en!gran!grupo,!podemos!ver!que!el!paso!de! la!RRacción! [72]!a! [75]! implica!BR
acciones!por!la!consideración!de!ciertas!debilidades!en!el!manejo!de!la!definición!de!cuadrilátero:!
en! relación! con! el! lenguaje,! distinguir! entre! “segmento”! y! “recta”! [73B74];! y! con! ciertas!
propiedades! como! que! las! “rectas! sean! paralelas”! [73B74! al! parecer! sin! conseguirlo]! y! con! la!



























con! cuatro! segmentos! de! recta! pero! lados!
no!paralelos]!!
[80]! Alumnos:! No,! pienso! que! deben! ser!
paralelos!unos!¿no?!
[81]! P:! Te! refieres! a! una! clase! especial! de!
[83]! P:! Entonces! es! importante! cerrarla.! Ahora! esto! es! un!




se! traslapan! o! se! cortan.! Y! ahora,! este! es! un! cuadrilátero!
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los! cuadriláteros:! los! paralelogramos.!
Veamos,! volviendo! a! la! otra! definición!
donde!aparece!#
la! palabra! “cerrada”.! A! ver! si! tenemos!
[Dibuja! una! figura! con! dos! lados! paralelos!
(segmentos! de! recta)! y! los! otros! no!
paralelos!pero!sin!cerrar]!¿Es!cuadrilátero?!
[82]!As:!Ay!no,!eso!no!















preferencia! o! apreciación),! aún! cuando! la! sesión! se! alarga! respecto! del! tiempo! programado.! Al!
































En!una!RRacción! [72]! se! reconoce! la! necesidad!de!un!punto! fijo.! En! [75]!mediante!una!BRacción!







[75]! Porque! digo! se! pueden! mover! y! se! mueven!
sumados!junto!con!él!









ideas! en! forma! verbal.! En! este! sentido,! actividades! como! esta! donde! se! interactúa! con! los!
compañeros! y! con! el! profesor,! son! oportunidades! para! desarrollar! esta! habilidad! en! los!
estudiantes:!!habilidad!que!debe!tener!un!profesional!en!esta!disciplina.!
#
En!el!equipo!C! aunque!se!activan!conocimientos! recientes!de! la! clase!de!geometría! se!ofrece! la!
definición!de!circunferencia!y!no!de!círculo.!Esta!definición!obtenida!en!la!CRacción![88B89]!es!una!
definición'parcial!y!visual!!(de!Villiers).!
En! [86]!se!observa!una!RRacción!mediante!el! reconocimiento!de! la!noción!de! trayectoria!o! lugar!






























de! puntos! la! circunferencia! es! subconjunto! del! círculo! sólo! se! llega! a! distinguir! que! se! está!















alumno! exhibe! una! BRacción! para! agregar! los! puntos! del! interior! de! la! circunferencia! a! la!
definición,!sin!utilizar!la!definición!de!circunferencia!sino!únicamente!el!término![96].!En![97]!otro!
alumno! cuestiona! esta! definición! poniendo!de!manifiesto! que! está! habituado! a! una! revisión! de!
evaluación! como! correcto! o! incorrecto.! Finalmente! el! paso! de! [96]! a! la! definición! presentada!














En! el! siguiente! fragmento,! el! profesor! presenta! una! definición! formal! económica' correcta.!




económica'correcta,!no!se!promueve!una! interacción!con!el!grupo!ni! se! involucra!a! los!alumnos!
para! que! conecten! la! forma! en! que! está! expresada! la! definición! con! esta! otra! forma.! Cabe!
mencionar!que!los!alumnos!ya!han!tenido!contacto!durante!casi!un!semestre!con!notación!formal!


























«ángulos! interiores! y! exteriores»! pero! entendiendo! la! comparación! de! los! ángulos! en! cada!
triángulo! y! la! comparación!de! los! ángulos!entre! los!dos! triángulos.!Observamos! también!una!RR
acción!que!deja!ver!que!conciben!semejanza!en!ángulos![352B353].!
!



















Durante! la! discusión! con! todo! el! grupo! ! [165B166]! [más! adelante! en! el! siguiente! apartado]! los!











En!el!equipo!C! en!esta!parte! se!observa!un! reconocimiento!erróneo!de!que! los! lados!deben!ser!


























posición.! Intenta!persuadir! (BRacciones)! a! sus! compañeros! con!ejemplos! gráficos! (escritos! o! con!
señas),! sin!embargo!otro!estudiante! [111]!otorga!otro! significado!a! la!palabra:!objetos! iguales!o!

































los! ángulos! distintos! del! ángulo! recto! considerando! que! no! es! igual! a! ningún! ángulo! del! otro!
triángulo,!«pero!tal!vez!un!lado!sí».!Muestran!cierta!confusión![127]!tratando!de!integrar!que!los!
triángulos! rectángulos! son! “parecidos”! con! los! significados! de! semejanza! que! discutieron! con!
anterioridad.!Esto! se!complica!más!aún!al! ser!un!concepto!con!el! cual! ya!han! tenido!contacto!y!
poseen! una! imagen! del! concepto! integrado! por! palabras,! imágenes,! operaciones,! etc.! que!
pretenden! insertar! o! conectar! con! la! definición! que! generan.! Finalmente! tratan! de! integrar!
triángulos! rectángulos,! isósceles! y! los! que! tengan! todos! sus! ángulos! y/o! sus! lados!
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[123]! No,! pero! podemos! decir! que! se! parecen! [como! son!
triángulos!rectángulos!los!dos]!
[124]! Este! ángulo! no! va! a! ser! igual! a! ninguno! de! estos! [uno!
distinto!del!ángulo!recto]!
[125]!Pero!este!lado!sí!puede!ser!igual!a!este!¿no?!
[126]! A! ver! este! es! un! triángulo! rectángulo,! entonces! aquí! vale!
450,!!900!porque!es!rectángulo!y!aquí!450!
[127]! Pero! tal! vez! este! sea! igual! a!
este,!pero!¿cómo!saberlo?!
[128]! Sí! es! ¿no?,! porque! se! parecen,!
¡mira!son!iguales!!!¿o!qué?!¬!
[129]! Semejante,! …¡Ay!! es! que!
semejantes,!((Mm))!







Podemos! destacar! dos! cosas:! 1)! Los! usos! en! el! lenguaje! cotidiano! son! parte! importante! de! la!
imagen!del!concepto!y!esto!dificulta!que!se!tengan!elementos!suficientes!para!argumentar!qué!es!
“lo! correcto”.! En! esta! interacción! se! activaron! y! convivieron!diferentes! usos! y! significados!de! la!
palabra!semejanza:!igual!forma!(igualdad!de!ángulos),!exactamente!igual!(ángulos!y!lados!iguales),!
parecidos!pero!no! iguales,! iguales!o!parecidos,! objetos! iguales!pero!en!diferente!posición! y! con!
algún!parecido.!Al! final! la!decisión!se! toma!sobre!el! significado!más! inclusivo!y!por! tanto!el!más!
amplio,! el! último.!2)! El! uso!de!ejemplos!prototípicos! (triángulos! isósceles! y! rectángulos)!ha! sido!
























de! definiciones! anteriores! sobre! otros! objetos! matemáticos,! nos! encontramos! con! un! uso!
inadecuado!de!cuantificadores,!de!conectivos!y!en!estructura!de!la!forma!de!expresión!verbal.!La!
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definición! producida! en! este! equipo! implicaría! más! de! una! interpretación:! ! que! “todos! los!




En! las! producciones! de! los! grupos! B,! D,! E,! F,! G! e! I! se! sugiere! de! manera! explícita! la! idea! de!





como! el! lado! opuesto! al! ángulo!A,' b' y! c! como! opuestos! respectivamente! al!B! y! al!C! y!
correspondientes!con!los!lados!d,'e,!g!del!triángulo!DEG'y!se!satisface!que!a/d=b/e=c/g')!se!deduce!




estudiantes! lo! han! tomado! como!DEF! por! costumbre!del! orden! alfabético,! así! que!no! lo! hemos!
considerado!como!un!error).!
De! las!producciones! ligadas!a! la!proporcionalidad,!pero!que!presentan!algún!error!u!omisión,!se!
tienen!las!de!los!equipos!D,!E,!F!y!G.!Las!respuestas,!clasificadas!como!ambiguas,!de!los!equipos!D,!
F! y! G! omiten! el! adjetivo! “correspondientes”! para! los! lados! de! los! triángulos,! como! antes!
comentamos! de! los! equipos! A! y! H! (en! relación! sólo! a! ángulos).! No! incluir! el! adjetivo!!
“correspondientes”!para! los! lados,!puede!derivar!en!más!de!una! interpretación,! como!pensar! la!
proporcionalidad! en! cada! triángulo! (cuando! alguno! de! sus! lados! o! ángulos! son! iguales,! en! la!

























a! distinguir! semejanza! de! congruencia,! e! igualdad! de! proporcionalidad! en! lados.! Para! ello! trata!
que! los! alumnos! participen! y! que! construyan! sus! propios! argumentos.! No! obstante,! la! garantía!
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[161B162],! que! consideramos! es! de! suma! importancia! para! la! comprensión! del! concepto! de!
proporcionalidad,!fue!establecida!por!el!profesor!aún!y!cuando!el!66.6%!de!las!producciones!de!los!







la! interpretación! con! el! diagrama! correspondiente.! Esto! sucede! a! menudo! y! generalmente! los!
estudiantes! se! quedan! con! parte! del! registro! en! sus! apuntes! y! muchas! veces! al! utilizar! las!




















entre! este! [su! correspondiente]! es! lo!mismo!que! si! divido!este! entre! este! [señala! su!dibujo]! y! este! entre!
este.! ¿Sí!me! explico?! Estas! tres! divisiones! siempre!me! van! a! dar! lo!mismo.!Nombramos! los! lados!a,b,c' y!
a’,b’,c’[correspondientes]! entonces! [escribe!a/a’=b/b’=c/c’]!Otra! forma!de! verlo! es! si! hay! un! número!que!
















En! esta! interacción! se! discuten! las! respuestas! de! los! grupos! A! y! D! que! mediante! un! proceso!
descriptivo! producen! una! definición! visual.! En! esta! ocasión! se! percibe! una! confusión! entre!
circuncentro!e! incentro!con!el!ortocentro,! y!por!ende!entre!mediatrices,!bisectrices!y!alturas.!El!




podemos! ver,! como! ya! se! discutió! antes! en! la! definición! de! círculo! (p.! 178),! que! hay! un!
tratamiento!de!la!circunferencia!y!círculo!como!sinónimos.!!








135! y! 136]! y! círculo! [114,! 116,! 120,! 122! y! 134].! Además! se! producen! BRacciones! cuando! el!
enunciado!expresado!reúne!más!de!un!término!como!en![122]!«centro!de!un!círculo!que!pasa!por!




[111]! […]! Cuando! sacan! las! mediatrices! que! es! el!
punto!de!intersección![confunden!con!el!circuncentro]!
[112]!¡Ay!no!!son!bisectrices![confunden!con!incentro]!!









[122]! A! ver,! el! centro! del! círculo! que! pasa! por! los!





[125]! Y! si! le! ponemos! que! es! el! punto! de!
intersección!de!las!bisectrices![incentro]!
[126]! O! le! podemos! poner! que! es! el! centro! del!
círculo!
[127]!A!p!se!le!conoce!como!orto¿?!!
[128]! Donde! el! círculo! C! […]! Toca! (Risas)! [otro!
alumno!pregunta]!Cómo!le!podemos!poner!!















los! tres! vértices! de! un! triángulo».! Esto! nos! lleva! a! concluir! que! se! fijan! únicamente! en! las!












[380]pues! es! el! centro! del! triángulo! [alumno!
muestra! frustración]! Chihuahua! nos! fuimos! por! la!
pinta!
[382]! Tiene! un! ángulo! de! 900! [asienten! y!
complementan]!Perpendiculares!










Siguiendo! con! la! interacción! en! el! equipo! D,! al! igual! que! en! A! las! RRacciones! se! refieren! a! la!
discusión! sobre! medianas! [160,! 162],! mediatrices! [161,! 166],! alturas! [160,! 168],! punto! de!
intersección! [168],!baricentro! [163].!También!hay!BRacciones!para!definir!mediana! [165!y!166]!y!
ensayan!una!definición! incompleta!de!altura! [171B173].!A!diferencia!del!equipo!A! en!este!no! se!
piensa! en! bisectrices! y! se! descartan! las! medianas! con! las! BRacciones! [162B163],! [165B166].! Sin!
embargo!mantienen! los! conceptos! de!mediatriz! y! altura! que! tienen! en! común! la! propiedad! de!
perpendicularidad!con!respecto!a!un!lado!del!triángulo.!En!su!definición!final!(CRacción)!hablan!de!
































los! lados! ! H! es! el! punto! donde! se! cruzan! las! rectas! ortogonales! a! cada! uno! de! los! lados! del!
triángulo!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!Definiciones'ambiguas!




Las! respuestas! las! hemos! agrupado! en! tres.! En! el! primer! grupo! tenemos! ! las! definiciones!
producidas! en! los! equipos! A! y! B! como! definiciones' equivocadas! dado! que! corresponden! a! un!
objeto!matemático!distinto:!el!circuncentro.!En!el!segundo!a!D!y!H!que!no!consideran!el!punto!por!
el! cual! pasan! las! rectas! ortogonales! o! perpendiculares! por! lo! que! se! tendrían! una! infinidad! de!
“alturas”!para! cada! lado!de!distinta!medida.!Como!es!posible!más!de!una! interpretación! fueron!
consideradas!ambiguas.!Finalmente,!en!el!tercer!grupo,!se!presentan!E,!F,!G,!I#y!C!que!definen!de!







encontrando!que!para! la! identificación!correcta!de! la!altura! influye! la!posición!del!triángulo!(e.g.!
les!cuesta!concebirla!como!segmento!fuera!del!triángulo).!Además,!tienen!problemas!para!definir!








[224]! Profesor:! ¿cómo! definimos! la! altura! de! un!
triángulo?!
[225]! As:! Es! la! línea! perpendicular,! es! la! recta!
perpendicular![otro!alumno!muestra!desacuerdo].!
[227]!As:!Es!lo!que!forma!un!ángulo!de!900!con!¿?!
[228]! As:! //No! esa! es! una! mediana! [otro! alumno!
muestra!desacuerdo!con!que!sea!mediana].!
[230]! As:! Es! la! línea! perpendicular! de! uno! de! los!










segmentos! perpendiculares! desde! un! vértice! del!
triángulo! al! lado! opuesto.! Las! alturas! se! definen!
precisamente! como! segmentos! de! recta.! […]! hay!
rectas! y! segmentos! importantes! en! un! triángulo:!
mediana,! mediatriz,! bisectriz! (divide! al! ángulo! en!
dos!iguales)!y!altura.!En!el!caso!de!la!altura!lo!vemos!
como! segmento! de! recta! [Dibuja! mediana,!
mediatriz,!bisectriz!y!altura].!A!veces!estas!rectas!y!
segmentos! coinciden! en! alguna! clase! especial! de!
triángulos.! b)En! el! caso! de! las! alturas! el! punto!



















! ! 11.1%! 55.5%! (descartan!
equilátero)!
33.3%!(E)!
Cuadrilátero! 33.3%! 11.1%! ! 11.1%!
(paralelogramos)!
44.4%(NE)!
Círculo! ! ! ! 88.8%! 11.1%!(E)!
Semejanza! 55.5%! 22.2%! ! ! 22.2%!(NE)!!
! 172 













Equipos# A# y! B/!
Definición!visual!(Nivel!I!
de!Van!Hiele)!!




Cuadrilátero! Definición! visual! agregando! propiedad!
(Nivel!I)!!
Círculo!















En! la!primera!parte!de! la! tarea,!a!partir!de! la!definición!de!número! feliz! (un'número' [entero]'es'
feliz'cuando'la'suma'reiterada'de'los'cuadrados'de'sus'dígitos'acaba'siendo'1),!los!alumnos!debían!
proporcionar!ejemplos!de!números!felices!justificándolos.!
Al! igual! que! en! los! episodios! anteriores,! presentamos! las! interacciones! en! pequeños! grupos!
(equipo!B!y!A),!un!análisis!de!los!registros!escritos!y!finalmente!la!socialización!con!toda!la!clase.!
!
En! el! equipo! B# seguimos! la! interacción! para! el! análisis,! a! partir! de! RRacciones! anidadas! para!
reconocer! los! elementos! de! la! definición! y! extraer! su! significado! se! produce! una! BRacción!
encontrando! algunos! ejemplos! de! números! felices! que! envuelve.! De! la! primera! BRacción! se!
obtiene! el! número! 1! como! ejemplo! de! número! feliz,! aunque! en! la! producción! escrita! no! lo!
registran,!tal!vez!por!considerarlo!trivial![144].!!
Las!siguientes!BRacciones!que!se!producen!durante!la!interacción![146,!148,!153!y!154]!traducen!el!





que! para! que! sea! coherente! con! el! problema! original! se! requieren! soluciones! enteras! (no!
encontramos!RRacciones!que!den!cuenta!de!esto)!y!además!que!el!proceso! involucra!una!“suma!
reiterada”!del! cuadrado!de! los! dígitos,! un!proceso! iterado.! Lo!primero!no! resulta! evidente!para!
todos!y!así!se!puede!observar!en![150],! !donde!se!señala!que!!una!solución!sería!que!a2=b2=1/2.!




















[153]! Entonces! podría! ser! 1! más! tantos! ceros!
[escriben!el!10,!100]!













En! cuanto! al! equipo! A! se! percibe! una! RRacción! [170]! que! muestra! que! aprovechan! que! si! un!
número! es! feliz! el! número! que! resulta! de! cambiar! de! posición! sus! dígitos! también! lo! es.! Sin!
embargo,! en! la! aportación! [171]! esto! les! parece! inadecuado! (RRacción),! por! ser! un! ejemplo!
cómodo! o! bien! por! no! estar! convencidos! que! la! propiedad! funcione.! Sin! embargo! lo! vuelven! a!
utilizar!en!varias!partes!de!este!diálogo!(e.g.190B192)!al!igual!que!otros!equipos.!En![172]!se!da!una!












Intentan! una! BRacción! usando! el! razonamiento! al! contrario,! buscan! números! con! los! que! se!
obtenga!una!suma!que!dé!10.!El!razonamiento!es:!si!me!da!la!suma!10!–como!es!el!caso!de!4+6B!
entonces!ya!tendría!la!suma!final!de!dígitos!1,!pero!eso!implica!que!la!raíz!de!4!y!de!6!sean!exactas!
para! encontrar! los! dígitos! del! número! inicial.! Luego! como! 13! deriva! en! 1+9! (suma! 10)! buscan!
combinaciones!relacionadas!con!el!13.!Esto!lo!observamos!también!en!el!equipo!B!(más!adelante!
en!el!cuadro!de!registros!escritos).!





















obtienen! en! el! proceso! de! iteración! hasta! lograr! que! la! suma! sea! 1! son! felices.! Además,! en! las!
intervenciones![212]!y![213]!se!activa!(RRacción)!otra!vez!la!propiedad!de!los!números!felices!que!
se!obtienen!al!cambiar!de!posición!sus!dígitos!y!así!en!una!CRacción!forman!espacios!de!ejemplos!












[200]! ¿Lo! vas! a! buscar! con! todos! los!
números!primos?!¬!
[201]! Sería! 9! y! 9! serían! ! 18! y! 1,! a! ver!
























































[238B239]! ¡Ah! ya!! Pero! va! a! seguir! siendo!
éste!y!no!va!a!ser!feliz!nunca!
!
Como! 31,! 19! y! 23! son! números! primos! felices,! buscan! alguna! similitud! (BRacción)! para! obtener!
otros! números.! Encuentran! que! en! ellos! aparece! el! 3! y! buscan! números! similares! para!
comprobarlo!(33,!«números!que! le! lleguen!al!3»).!Aquí!vemos!que! la! imprecisión!en!el! lenguaje,!
genera!confusión!y!mientras!algunos!buscan!«múltiplos!de!3»!y!usan!ejemplos!con!este!criterio,!
otros!buscan!que!aparezca!el!3!en!los!dígitos!y!otro!influido!por!que!parten!del!31,!19!y!23!trabaja!


























De! la!discusión!presentada!antes!en!el! equipo!A,# antes!presentada! se!ha!omitido!un! fragmento!
que!se!analiza!a!continuación.!!
Podemos! apreciar! en! esta! parte! de! la! discusión! que! involucra! la! tarea! de! encontrar! números!
primos! felices,! los! alumnos! conjeturan! (BRacción)! que! una! vez! que! encuentran! un! 5! entre! los!
dígitos! [271]! se!produce!un! ciclo! [273]!que!permite!descartar! la! posibilidad!de!que! sea!número!
feliz.!Esta!última!conjetura!la!aplican!para!verificar!que!los!números!17,!25,!35,!45,!55,!65!no!son!





























Número! 17! 50! 25! 29! 85! 89! 145! 42! 20!
Suma!Cuadrado!de!dígitos! 50! 25! 29! 85! 89! 145! 42! 20! 4!
!
! 176 
Número! 35! 34! 25! 29! 85! 89! 145! 42! 20!
Suma!Cuadrado!de!dígitos! 34! 25! 29! 85! 89! 145! 42! 20! 4!
!
Número! 45! 41! 17! 50! 25! 29! 85! 89! 145! 42! 20!
Suma!Cuadrado!de!dígitos! 41! 17! 50! 25! 29! 85! 89! 145! 42! 20! 4!
!
A! partir! del! patrón! que! se! repite,! han! generado! ya! un! espacio! de! ejemplos! (CRacción)! para! su!
conjetura! aunque! no! lo! hacen! explícito.! En! principio! han! podido! verificar! su! conjetura! con!
números! menores! de! 100! que! contuvieran! un! 5! a! partir! de! los! números! que! mencionan! y!












































o! no! del! signo! “=”.! En! ellas! además,! podemos! encontrar! patrones,! hallazgos! y! conjeturas! (no!








Otro!hallazgo!de! los! equipos!F,!H,!E! y!G! es!que! si! un!número!es! feliz! el! número!que! resulta!de!
conmutar!sus!dígitos!también!lo!es!(13,31,23,32).!
Una!debilidad!observada!en!las!respuestas!de!los!equipos!A,!C,!D!y!B!es!la!relacionada!con!el!uso!
del! símbolo!“=”.!Es!notable! la!ampliación!del! significado!del! signo!de! igualdad!con!el! sentido!de!
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“hacer!algo”.!Este!fenómeno!se!discute!ampliamente!en!otros!trabajos!(e.g.,!Behr, Erlwanger, & 
Nichols, 1976; Kieran, 1981!y!Vergnaud, 1984).!
!





















sin! esbozar! un! procedimiento! que! justifique! su! respuesta,!mientras! que! I,!G,! F! y!D# escriben! de!
manera!adecuada!el!procedimiento!que!justifica!su!respuesta.!!
Una!observación!en!relación!a!los!equipos!E,#G!e!I!es!que!combinan!el!hallazgo!“si!un!número!es!
feliz! el! número! que! resulta! de! conmutar! sus! dígitos! también! lo! es”,!mencionado! en! el! anterior!
concentrado! (de! números! felices),! con! el! hecho! de! intercalar! ceros! para! formar! un! espacio! de!
ejemplos!de!números!felices!{13,!31,!103,!3001,..}!Aunque!en!esta!parte!sólo!escriben!algunos!de!
los! números,! estos! los! vinculan! con! los! ejemplos! encontrados! en! la! tarea! anterior.! La!
conmutatividad!de!los!dígitos!la!encontramos!en!los!grupos!A,!F!y!H;!y!la!inserción!de!ceros!sólo!la!
descubre!el!equipo!C.!!
En! el! equipo! B! consideran! inicialmente! el! 1! como! primo! feliz! y! posteriormente! lo! tachan! por!







Al! igual! que! en! la! tarea! anterior! hay! un!uso! inadecuado!del! signo! igual! en! los! equipos!A! y!C! y,!
aunque! los! equipos! B,! H! y! E! no! nos! dejan! ver! su! procedimiento,! es! posible! que! también! lo!
manejen!de!forma!incorrecta!en!otras!tareas!ya!que!en!la!anterior!presentaron!esta!debilidad.!!
#
Durante! la! socialización! en! gran! grupo! no! se! ha! podido! establecer! la! riqueza! de! la! tarea! ni! la!
manera!en!que!se!generaron! los!ejemplos!puesto!que!el!maestro!sólo! les!pide! los!ejemplos!que!
encontraron! y! esto! limita! la! discusión.! No! se! discutió! acerca! de! los! patrones! que! encontraron!
sobre! los! números! felices! (BRacciones)! ni! se! exploraron! sus! conjeturas! (BRacciones).! De! las!
grabaciones!en!el!seno!de!los!equipos!y!de!sus!escritos,!se!puede!extraer!que!la!riqueza!de!la!tarea!
está! en! el! rango! de! sus! respuestas! y! la! forma! natural! de! construir! (CRacciones)! sus! espacios! de!
ejemplos.! Lo! relevante!de!esta! tarea!no! fue!encontrar!algunos!números! felices! sino!más!bien! la!
manera!de!hacer!matemáticas!en!grupo,!descubrir!propiedades,!construir!espacios!de!ejemplos!y!
no! ejemplos,! las! formas! de! argumentar,! construir! conjeturas! y! encontrar! contraejemplos! para!
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[260]! P:! Es! primo! también! y! sí,! la! suma!
[reiterada! del! cuadrado! de! sus! dígitos]es! 1.!
[…]les! recomiendo! que! cuando! vean! una!
definición! deben! seguirla! como! si! fuera! un!
artículo! de! la! constitución! y! ustedes! fueran!
abogados.!Como! los! contratos!atender! también!
“las!letras!chiquitas”!
[261]! As:! Que! es! donde! nos! quieren! hacer!
trampa!
[262]!P:! Sí,! hay!que! seguir!entonces! tal! cual! las!
definiciones,! deben! ser! cuidadosos.!
Matemáticas!es! como!un! juego!y! las! reglas! son!
las!definiciones! y! los! axiomas!o!postulados!que!
tengamos.! Eso! es! lo! que! se! ! da! por! hecho! y! lo!
demás!es!juego!de!estrategia.!!
!
También! !se! les!pidió!definir!número!primo!feliz!pero!dado!que! la!estrategia!de! los!alumnos!fue!
fusionar! las! definiciones! previas! de! número! primo! y! número! feliz,! con! los! primos! dentro! de! los!
números!naturales!se!decidió!no!incluir!las!respuestas!ni!la!discusión.!!
4.3.2 Hoja de trabajo #2: Definiciones geométricas de las cónicas 
!
Esta! hoja! de! trabajo! fue! resuelta! por! 12! alumnos! distribuidos! en! 4! equipos.! El! tiempo! para!
realizarla!fue!de!60!minutos,!de!los!cuales!20!fueron!para!la!socialización!en!grupo.!
Esta! hoja! de! trabajo! consta! de! cuatro! partes.! Se! inicia! con! una! exploración! (parte! 0)! de! la!
construcción!de!dos! representaciones!de! la!mediatriz! y! el! establecimiento!de! situaciones! en! las!
que! recordaran! haber! utilizado! el! objeto.! La! parte! I! está! destinada! a! realizar! una! construcción!
geométrica! (la! parábola)! con! el! software! Cabri' Géomètre.! En! la! parte! II! se! manipula! la!
construcción,! identificando!los!elementos!y! la!trayectoria!descrita!a!partir!del!movimiento!de!los!



















análisis!de! la! reconstrucción!de!otras!definiciones!y! lo!encontraremos! también!en! la! interacción!
del!equipo!C.!Este!hecho!lo!atribuimos!a!que!éstos!son!elementos!primitivos,!que!usualmente!no!
se! definen! en! los! primeros! años! escolares! y! que! su! uso! se! va! asociando! con! su! representación!
gráfica!y!con!las!situaciones!en!las!que!son!utilizados!que,!además,!suelen!ser!muy!similares.!!




¿Es! posible! encontrar! el! punto!medio! de! una! “recta”?! ! y! 2)! de! ser! posible! lo! anterior! ¿cuántas!
rectas!pasarían!por!ese!punto?!!
En!la!producción!escrita,!como!se!verá!en!el!concentrado,!el!equipo!se!dio!cuenta!del!punto!2)!y!se!




iguales.! Es! como! un! eje! de! simetría! en! la! parte!
media!de!un!ángulo.!
[3]!¿Estamos!de!acuerdo?,!cómo!le!ponemos!¬!
[5]! Línea! que! divide! un! ángulo! en! dos! ángulos!
iguales!!







[12]! No.! Estoy! pensando! en! que,! en! un! triángulo!




hablando! de! recta! de! manera! incoherente! [16],! aunque! se! percibe! que! un! estudiante! sí! es!
consciente!de!la!confusión!lo!que!se!exhibe!en!la!RRacción![17]!que!le!conduce!a!la!BRacción![20]!!

















y! “recta”! prevalece.! Como!mencionamos! antes,! aunque! un! alumno! sí! distingue! la! diferencia! e!
insiste!con!diversas!RRacciones!durante!toda!la!interacción![17,!20,!23,!29!y!33]!incluso!con!una!BR
















[32]! Tenemos! una! recta!a! que! es! perpendicular! a! una! recta!d!





Cabri! es! determinante! modificar! su! atención! y! pasar! de! considerar! ángulos! a! considerar!
segmentos! y! así! dejar! a! un! lado! el! concepto! de! bisectriz.! Pero! cometen! el! error! de! no! utilizar!
correctamente! los! términos! segmento! y! recta,! y! en! consecuencia! proporcionan! una! definición!
incoherente!de!“mediatriz!de!una!recta”.!!
#
En! la! interacción! del! grupo!C! la! palabra! “mediatriz”! evoca! de! inmediato! un! reconocimiento! (RR






























[18]! [describen! situaciones! donde! han! utilizado!
mediatriz]!En!los!triángulos!para!sacar!las!pendientes.!!
[19]!Sacábamos!la!pendiente!de!los!dos!lados.!
[20]! Sí,! para! sacar! la! pendiente! de! éste! sacaba! la!
perpendicular.!
[21]! En! los! círculos! también,! en! las! cuerdas! que! la!
mediatriz!siempre!iba!a!pasar!por!el!centro.!
[22]! Para! encontrar! sus! centros! [demandan!
explicación].!
[24]! No! te! acuerdas! que! encontrábamos! la!
mediatriz! y! eso! lo! usamos! para! encontrar! su!
centro![dibuja].!







En! las! respuestas! de! los! cuatro! equipos! que! aparecen! en! la! siguiente! tabla! no! hay! ninguna!
definición!que!mencione!la!propiedad!que!deben!satisfacer!todos!los!puntos!que!pertenecen!a!la!
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mediatriz! de! un! segmento;! que! equidistan! de! sus! extremos.! Las! definiciones! son! visuales! y! se!
centran!en!mencionar!la!perpendicularidad!indicando!que!el!punto!medio!del!segmento!pertenece!
a! su! vez! a! la! mediatriz.! Además! en! el! equipo! A! que! mostró! confusión! al! utilizar! los! términos!
“segmento”! y! “recta”! durante! la! interacción! también! se! refleja! en! su! escrito.! Esta! confusión!

























Durante! la! socialización! en! gran! grupo,! se! produce! un! conflicto! para! decidir! cuándo! utilizar! los!
conceptos:!segmento,!recta!y!línea.!También!hemos!visto!que!esos!términos!se!utilizan!de!manera!
equivocada,! como,! por! ejemplo,! en! la! RRacción! [2].! Sin! embargo,! el! profesor! únicamente! les!
corrige! [3]! sin! ofrecer! argumentos! sobre! la! distinción.! Más! aún,! utiliza! la! expresión! “la!
perpendicular”! para! referirse! a! “la! recta! perpendicular”! y,! aunque! se! entiende! de! esa!manera,!






















“segmento”! (RRacciones),!hacen!un!uso! inadecuado!de! los!términos! lo!que!frena! la!búsqueda!de!
otros! puntos! que! satisfagan! la! propiedad.! Esto! se! pueden! comprobar! en! las!BRacciones! [49B51],!
«dices!dentro! tenemos!en!el! segmento! [un!punto!que!equidiste!de! los!extremos]»,!«ahí!y! luego!
dentro!de!la!recta![segmento]!ya!no»,!«claro!cada!recta![segmento]!tiene!una!mediatriz!»!y!por!lo!
tanto!sólo!un!punto!medio.!
La! repetición! de! la! lectura! [47]! centra! al! equipo! en! la! tarea! intentando! entender! si! hay! alguna!







[36]! Bueno,! ya! hice! el! segmento! en! Cabri! y! les! puse! la!
etiqueta!y!ahora.!





[43]! Este! o! fuera! [piden! tiempo! de! reflexión]! ¡Ya!,! no,!
espérame.!
[46]!Esta! recta!y!este!es!el!punto!medio! sobre!el! segmento!
ese!es!el!único!adentro!y!a!ver!otros.!
[47]!Encuentre!un!punto!C!a!la!misma!distancia!de!A!que!de!B'






[53]! Ese! no! es! //! [otro! alumno]! Lo!
buscamos!así!normalmente!o!en!Cabri.!

































sus! lados! el! segmento!AB! [41].!Uno!de! los! integrantes! del! grupo!no! está! de! acuerdo! en! buscar!
opciones!fuera!del!segmento![44]!y!para!convencerse!lee!nuevamente!la!tarea.!






[40]! Pero! tienen! que! estar! sobre! esas! rectas,! yo! me!
imaginaba!otra!cosa,!yo!por!ejemplo,!tenemos!A!y!B!y!un!
punto!C.! Yo!me! imaginaba!un!punto!C! por! acá! y!que! su!
distancia!hasta!A!sea!la!misma!que!de!C!a!B. 












que! satisfagan! la! propiedad.! Este! método,! aunque! es! de! naturaleza! intuitiva! y! complicado! de!




con! la! que! se! encuentran! otros! puntos! que! son! vértices! de! «triángulos! igualitos».!No!obstante,!

























que!equidistan!de! los!extremos!del! segmento!AB,!es!decir,! la! conclusión!escrita!del!método!por!
tanteo!que!se!menciona!en!el!fragmento!anterior.!Al!tratar!de!verbalizar!surge,!como!ya!lo!hemos!






[64]! Describan! cómo! encontraron! los! puntos!
[leen].!Poniendo!un!triángulo.!









[68]! No,! es! segmento! porque! A! y! B,! eso! es! que!
tienen!límite!y!una!recta!es!infinita.!
[69]! Por! eso,! ya! ven! yo! se! los! decía! que! la!
mediatriz,!a!ver!dónde!se!le!veía!el!punto!A!o!B,!el!
límite.!




[81]! A! ver,! en! el! número! 2! qué! [leen]! Que! en! un!
triángulo!del!segmento!AB!y!de!un!punto!fuera!…!
[83]!Es!lo!mismo.!
[84]! No,! no! es! el! punto! medio…! Del! segmento! AB!





misma!definición!establecida! con!anterioridad!encontrando! como!únicos! rasgos!de! la!mediatriz,!
que! es! perpendicular! al! segmento! y! que! pasa! por! su! punto!medio! (RRacción),! aún! cuando! ellos!
mismos! se! dan! cuenta! de! que! otros! puntos! de! la! mediatriz! (distintos! del! punto! medio! del!
segmento)! satisfacen! la! propiedad! de! equidistar! del! segmento! [99].! Finalmente! en! la! CRacción!
[102]!se!muestra!la!definición!producida!en!el!equipo.'
!






[93]! Luego! se! hace! una! recta! perpendicular! al!




[95]! Segmento! AB! y! ponle!mediatriz! aquí,! en! ese!
cuadrito![señala!el!menú!de!Cabri].!!
[96]! No! se! traza! [le! piden! que! observe! con!mayor!
atención]!Sí.!Mira.!Son!esos!puntitos.!
[98]! Entonces! aquí! ni! hay! ninguna…[En! 93! ya! se!














En! el! primer! nivel! se! encuentran! los! equipos! A! y! B,! que! sólo! encuentran! el! punto! medio! del!
segmento!AB.!
El! equipo!C,!muestra! un! nivel!más! avanzado! al! identificar! otro! punto! como! tercer! vértice! para!
formar!un!triángulo!equilátero!con!los!vértices!de!AB.!No!obstante,!este!hecho!es!sorprendente,!






Finalmente,! el! equipo! D,! determina! que! todos! los! puntos! de! la! mediatriz! del! segmento! AB!








no! lo! logran.! Incluso,! el! último! equipo,! al! ajustar! su! definición,! insiste! en! considerar! que! la!
mediatriz!«Parte!al!segmento!en!dos!partes!iguales!(la!misma!distancia!del!punto!A'a!la!mediatriz!y!
de! la!mediatriz!al!punto!B»,! centrándose!en!el!segmento!y!no!en! la!mediatriz!como!conjunto!de!
puntos!que!cumplen!la!propiedad!de!equidistar!de!sus!extremos!(ver!tabla!26).!
!
Tabla 26. Respuestas de los alumnos a las preguntas que guían la construcción de la definición de 
mediatriz 
¿Pueden! encontrar! otros! puntos! que! cumplan! con!
esta! propiedad?! Describan! cómo! encontraron! los!
puntos!
Utilicen!en!Cabri!la!herramienta!mediatriz!
y! seleccionen! el! segmento! !¿Qué!
ocurre?!
Ajuste! la! definición! de! mediatriz! si! es!
necesario.!
A!!!No!
Con! Cabri:! En! el! 5to! ícono! seleccionando! la! opción!
punto'medio!y!enseguida!seleccionamos!el!segmento.!
En! forma! manual:Decimos! que! A=(x1,y1)' y' B=(x2,y2)' ∴%
C=[(x1+x2)/2,''(y1+y2)/2]!




Trazando! una! perpendicular! que! pase! por! el! punto!
medio!del!segmento!(mediatriz)!
Si! se! toma! la!medida!de!A'a! la!mediatriz,!
es!la!misma!que!de!B!a!la!mediatriz.!
!
C! ! Sí! 1)! Poniendo! el! segmento! AB! ! encontrando! su!
punto!medio!al!que!llamamos!C.!
2)!Fuera!del!segmento!AB!se!encontró!el!punto!C!que!
equidista! del! segmento! y! es! el! tercer! vértice! del!
triángulo!equilátero.!
1)! Se! hace! una! recta! perpendicular! al!
segmento!AB!!y!pasa!por!el!punto!medio.!
2)! Se! hace! una! recta! perpendicular! al!







Parte! al! segmento! en! dos! partes! iguales!
(la! misma! distancia! del! punto! A' a! la!
mediatriz!y!de!la!mediatriz!al!punto!B).!
#
#En! la! socialización! de! las! producciones! en! gran! grupo! nuevamente! se! utilizan! de! manera!
inapropiada!los!términos!segmento!y!recta![9,!13,!17!y!23],!sin!embargo,!el!maestro!no!aclara!el!
significado!ni! se! presentan! argumentos! para! distinguir! entre! ambos.!Al! final,! la!definición' visual!
convenida!en! los!equipos!y! centrada!en!el! reconocimiento! [RRacciones!9,!11,19!y!23]!de!un!sólo!
punto! de! la! mediatriz! (el! punto! medio)! y! la! propiedad! de! perpendicularidad! al! segmento! [RR
acciones!15,!17,]!!se!extiende!a!una!definición'correcta![CRacción'en!31]!a!partir!de!la!BRacción![30]!
propiciada! por! el! profesor.! Posteriormente! el! profesor! proporciona! una! definición' económica'
correcta! que! considera! a! la! mediatriz! como! «un! conjunto! de! puntos! que! equidistan! de! los!
extremos!del!segmento»!y!de!la!que!la!definición'visual'dada!por!los!alumnos!es!una!consecuencia.!!
#
[8]! Profesor:…!Dibuje! un! segmento! con! extremos!
A!y!B!!y!encuentren!un!punto!a!la!misma!distancia!
tanto! de! A! como! de! B.! Entonces,! […]! [realiza! la!




[26]! P:! Cualquier! punto! de! esta! parte! [! la!mediatriz]!
cumple!con!eso!¿no?![contestan!que!sí]!
[28]! P:! ¿Podemos! encontrar! un! punto! fuera! de! esta!
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punto!que!esté!a!la!misma!distancia!de!A!y!de!B?!#






















[30]! P:Todos! están! en! la! recta! ¿verdad?! Vamos! a!
aplicar! la!herramienta! [de!Cabri]!mediatriz! y! veamos!
qué! ocurre,…[pone! un! punto! sobre! la! mediatriz! y!
mide!su!distancia!a!los!extremos]!¿Qué!cumple?!
[31]! As:Todos! los! puntos! sobre! esta! línea! están! a! la!
misma!distancia!de!los!extremos!del!segmento!
[32]! P:! Un! conjunto! de! puntos! que! equidistan,! que!
están! a! la! misma! distancia,! de! los! extremos! del!
segmento.! Esta! es! la! definición! de! mediatriz.! En!
realidad! también! podemos! decir! que! es! la! recta!
perpendicular! al! segmento! que! pasa! por! el! punto!
medio.! Sin! embargo! esto! es! más! bien! una!
consecuencia! de! la! definición.! La! […]! definición!
digamos!más!acorde!es! la!de!un!conjunto!de!puntos!
que!cumple!con!una!propiedad!¿cuál!es!la!propiedad?!
































Figura 30 Construcciones en Cabri de la parábola a partir de su definición#
4.3.2.4#Manipulación,#observación#y#conceptualización#de#la#parábola#
#
En!esta! tarea!se!dedica!tiempo!para! la!manipulación!de! la!construcción.!Su!observación!permite!
identificar! cuáles! son! los! elementos! independientes! y! los! dependientes,! así! como! la! trayectoria!
descrita!por!el!punto!P'(elemento!dependiente),!cuando!se!mueve!el!punto!Q! (independiente)!y!
sus!propiedades.! También! tiene! lugar,! la! verificación!de! su!observación! sobre! la! trayectoria!que!
sigue! el! punto! P' al! trabajar! con! las! herramientas! traza' y! lugar' geométrico' y! finalmente! la#














depende! del!movimiento! del! punto!Q,! sobre! la! recta! l,! y! además! que! con! dicho!movimiento!P!
sigue! la! trayectoria! de! una! parábola.! Esto! lo! visualizan! sin! llegar! a! activar! la! herramienta! traza!








equidista! del! punto! fijo! F! (foco)! y! de!Q.! Además! podemos! decir! que! como!Q! está! en! l' y! en! la!
perpendicular!que!pasa!por!P,!entonces!P!equidista!de!F!y!de!la!recta'l.!!




[64]! Ahora! una! ! [no! muy! seguros!




[67]! ¡Ah!! Da! vuelta.! Si! mueves! al! punto! P.! Órale!
mira!¡es!la!parábola!![Asienten!emocionados].!




[72]! La! distancia! de! la! intersección! [punto! P]! es!
directamente!proporcional!a!esos!puntos.!!
[73]! Mira.! Si! te! fijas! ..! Y! esta! es! la! mediatriz!
[asienten!emocionados].!
[78]! ¿Cuál! es! la! trayectoria?…[leen].! Pues! la!
parábola!¿no?!Dibújala!en!la!hoja.!






aquí! [otro! estudiante]! Pón! aquí! la! recta! y! estas! son!
perpendiculares![siguen!con!el!dibujo].!
[86]! Busquen! la! traza! [leen,! continúan! las!
instrucciones! y!preguntan]! ¿Ya!escribiste!que!es!una!
parábola?!
[88]! Sí,! ya! nos! habíamos! dado! cuenta! sin! necesidad!
de!la!traza![comentan]!¡Ah!sí!,!¡Muy!listos!!
[91]!No,!no!te!creas,!…!No.!Mira.!Mueve!Q!y![P]!está!

















[141]! No.! Se! hacen! puras! perpendiculares.! El!











Esto! hace! al! equipo! formular! el! argumento! para! disuadir! que! se! trata! de! una! parábola.! Este!
argumento!establece!que!al!tener!una!abertura!amplia,!el!punto!P!no!se!va!hacia!arriba,!o!bien!al!
no!presentarse!en!las!posiciones!usuales!(e.g.!con!el!eje!de!simetría!que!sea!paralelo!con!el!eje!Y)!






[145]!Comprueben! lo!observado! con! traza! [leen].!
Busquen!traza![revisan!las!herramientas].!
[146]!Dale,! dale! [mueven!Q'y! comentan]! Se!hace!
un!círculo!¿no?!
[148]!No,!sigue,!sigue,!dale![mueve!Q].!
[149]! Mueve.! Ya! no! se! trazó! [apoyan! a! su!
compañero]!Otra!vez!dale!en!el!cuadrito!de!traza.!













[162]! Es! que! se! borra.! ¿No! se! borrará! porque! te!
regresas?![muestran!desacuerdo].!
![165]! ¡Parábola!! Ya! ven.! Sí! es.! nada! más! que! está!
muy!abierta.!Éste!es!el!foco!y!éste!el!vértice.!
[166]! No! estamos! de! acuerdo! con! Jaqueline,! pero!
está!muy!segura![muestran!disposición]!Bueno,!sigan.!
[168]! Desactiva! la! traza.! Obtén! ahora! lugar!
geométrico[leen! y! buscan! la! herramienta! lugar'
geométrico].!
[169]! No,! pero! desactiva! primero! la! traza! [otro!
alumno]!Ve!como!está!activada.!
[171]!Pues!no!sé!cómo!hacerlo.!Házlo! tú! [lo!ayudan]!
¡Ya!!Aquí! se!quita.! ¿Lo!vuelvo!a!ver!para! checar!que!
está!desactivada?! [pide!ayuda]! ¡Profe!!ya!batallamos!
con! la! traza.! Mire! aquí! ya! no! está! [activada]! pero!
sigue.![Interviene!el!profesor].!A!ver.!Ya!se!quitó.!Si!lo!
mueves!ahora…¡Bien,!ya!!
[182]! [Profesor]! Ya! le! pusieron! lugar' geométrico,!!
pero!¿de!quién?¬![contestan!los!estudiantes]!de!P.'!
[184]! Bien,! con! respecto! a!Q! [los! deja! el! profesor].!
¿Qué!sucede?!
[185]!Pues!dibuja!la!traza![Risas].!
[187]! No! es! la! traza.! Bueno! la! dibujó! toda.! Sí.! ¡Es!
parábola!,!sí.!Me!sorprendes.!¿Cómo!supiste!antes?!
!
En! la! tabla! 27! del! registro! escrito,! se! puede! comprobar! que! algunos! equipos,!B,! C! y!D,# logran!
identificar!algunas!propiedades.!También!se!observa!que!se!presentan!conexiones!con! la!noción!
de! dependencia! (el! punto!P! depende! del!movimiento! de!Q),! que! aparece! en! los! equipos!B! y!C!
aunque! normalmente! esto! no! se! estudia! en! contextos! geométricos,! es! natural! en! contextos!
algebraicos! (variable! dependiente! e! independiente).! En! la! respuesta! de! B,! se! observa! que! el!
diagrama! dinámico! se! constituye! en! un! diagrama! genérico! por! lo! que! lo! utilizan! para! explorar!









A! ! Reproducen! la! construcción!
detallada! en! la! hoja! de! trabajo! y! la!
trayectoria!de!P.!Posteriormente!con!la!
herramienta! traza! y! lugar! geométrico!
comprueba!que!es!la!misma!trayectoria!
















En! esta! parte! se! pretende! que! puedan! extraer! significado! de! la! definición! de! mediatriz! para!





En!el!equipo!A,! se!aprecia!que!para!medir! la!distancia!de!un!punto!a!una!recta,!a! través!de!una!
perpendicular! a! la! recta! que! pase! por! el! punto! [98],! lo! que! constituye! una! CRacción! que! está!
precedida!por!RRacciones![93,!95!y!97]!previas.!Además!están!de!acuerdo!en!que!la!distancia!es!la!
medida!del!segmento!sobre!la!perpendicular![BRacción!96].!Dado!que!la!perpendicular!pasa!por!P!y!











a! la! recta! y! sabes! que!P! está! a! esta! distancia! de! la! recta! y! por! eso!
coincide! que! aquí! está! Q! y! sería! PRQ' ! [un! estudiante! muestra!
acuerdo].!




[102]! No,! no! es! la! raíz,! porque!
estás!hablando!de!un!punto!a!una!
recta! [un! alumno! muestra!
desacuerdo].!
[104]!Entonces,!esto![señala].!
[105]! La! distancia! es! un! número,!
no! es! con! coordenadas! [otro!




sus! propiedades! [BRacciones! 111B114].! Así,! en! [111]! observan! que! para! ciertas! posiciones! del!
punto!P!su!distancia!a!la!recta!l'es!la!misma!que!de!P!a!F,!pero!en!otras!posiciones!como!cuando!se!
acerca!a! los!“extremos”!de! la!parábola,!no!se!visualiza!esta!propiedad!tan!claramente!y!esto! les!
hace!dudar.!Sin!embargo,!al!centrar!su!atención!en!trazos!auxiliares,!como!en!los!triángulos!que!se!
forman! con! los! vértices! F,! P! y! Q' [CRacción' 122],! les! permite! resolver! su! duda! y! visualizar! la!
propiedad!de!equidistancia!de!P!a!F!y!de!P!a!Q!y,!en!consecuencia,!de!P!a!la!recta!l.!!
Antes!han!averiguado!otra!propiedad,!que!es!consecuencia!de!lo!anterior![112],!que!P!es!el!punto!
medio! de! F! y!Q' cuando! P! es! el! vértice! de! la! parábola,! es! decir,! cuando! los! tres! puntos! están!
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[114]! No.! Pero! conforme! crece! una,! va!
creciendo.!!









[122]! No.! ¿sabes! qué?! Sí.! Es! cierto.! Porque! aquí! si! te!
fijas! se! forma! un! triángulo! rectángulo! y! conforme! vas!
estirando!se!estiran! los! triángulos! rectángulos!y!son! la!
misma!distancia.!
[123]! Es! cierto.! mira! lo! que! aprendes! sólo! viendo!
dibujitos.!
!




En! [226B229]! intentan! reunir! observaciones! para! construir! sobre! ellas! (BRacciones).! También!







recta! l?! //! ¿Qué! dijo?,! ¿cómo! se! sacaba! la!
directriz?!
[213]!x+p!!Esa!es!la!fórmula.!

































[244]! Siempre! va! a! ser! la!misma! distancia! [un! estudiante!
pide!acuerdos]!¿Qué!ponemos!pues?!Yo!escribo.!
[247]! [Indican! que! movieron! el! punto! Q]! Entonces,! se!
juntan! la! recta! de! P! con! la! de! Q' [un! alumno! muestra!
desacuerdo!con!esto].!
[249]! Es! el! segmento! [se! muestran! dudosos! y! vuelven! a!
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de!F' !B! !Que!está!a!la!misma!distancia!de!los!dos!C! !P!es!el!punto!medio!de!FQ! !D! !Que!está!a!la!
misma!distancia!del!punto!Q!y!F.!
!
Ya! en! la! parte! anterior! construyeron! dos! representaciones! de! la! mediatriz! además! de! buscar!
conexiones! con! situaciones! en! las! que! previamente! la! habían! utilizado.! Sin! embargo!mostraron!
ciertas!debilidades! con! la! definición,! dado!que!no! la! consideraban! como! una!propiedad!general!
(únicamente!consideraban!que!algunos!puntos!de! la!mediatriz!del!segmento!equidistaban!de! los!




muestra! que! en! las! tareas! de! definir! la! mediatriz! y! de! ajustar! la! definición! después! de! su!
construcción! en!Cabri! [1! y! 3]! se! centran! en! un! único! punto! (el! punto!medio),! dado! que! en! ese!
momento!el!único!objeto!en!juego!es!el!segmento.!Mientras,!que!en!las!tareas!2!y!4,!como!están!
considerando! algo! más! que! el! segmento! sí! hacen! explícita! la! propiedad! que! caracteriza! a! los!















































Q! y! eso! de! manera! implícita! supone! la! medida! del! segmento! (PQ)! perpendicular! a! l.! Además!
indican!la!fórmula!para!hacerlo!en!función!de!las!coordenadas!de!los!puntos.!
En! relación! a! la! segunda! pregunta,! el! equipo! C# menciona! que! «se! junta! el! segmento! FQ»!
motivados,! quizá,! por! encontrar! similitudes! y! lo! que! visualizan! es! que! todos! los! elementos!










En! este! apartado! se! pretendía! que! de! acuerdo! a! la! manera! en! que! los! alumnos! realizaron! la!




F! y!de!P! a! la! recta! l.! ! Sin!embargo,! al! utilizar! la!palabra! “relación”! los! compañeros! recuerdan! la!
noción!de!relación!de!equivalencia!lo!que!provoca!una!discusión!en!el!seno!del!grupo!que!conduce!
a! ciertas! !RRacciones! involucradas! con! el! concepto! de! “relación! de! equivalencia”! [126B141]! y! al!
intentar!encajar!este!concepto!con!la!respuesta!a!la!pregunta!se!producen!algunas!incoherencias!
[135B140]! pues! tratan! de! justificar! que! se! satisfacen! las! propiedades,! reflexiva,! simétrica! y!
transitiva!(relación!de!equivalencia)!en!los!triángulos!de!vértices!F,!P'y!Q![131B133].!!!
Finalmente! abandonan! ese! camino! después! de! la! intervención! (RRacción)! de! uno! de! los!
estudiantes!en![141]!porque!les!sugiere!que!están!confundidos.!
!
[125]! [leen]! ¿Cómo! se! define! la! trayectoria!





























el! punto! P,! aunque! sólo! hacen! referencia! a! la! posición! en! que! P! coincide! con! el! vértice! de! la!
parábola.!
Finalmente!en!la!definición!usan!su!nombre!y!sus!elementos,!y!se!convencen!de!que!están!en!el!
camino! correcto! puesto! que! más! adelante! en! la! siguiente! nota! de! la! hoja! de! trabajo! aparece!














[153]! La! trayectoria! estudiada! es…[leen]Es! lo!






























En!cuando!a! la!definición!de! lugar!geométrico!se!aprecian!RRacciones! inducidos!por!su!uso!en! la!
construcción!de!la!parábola.!Reconocen!algunos!términos!y!acciones!como:!punto!móvil!sobre!una!
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recta! [258],! propiedad! del! punto! con! respecto! a! otro! punto! y! a! una! recta! fija! [259B260].!
Finalmente!definen!parábola!en!vez!de!lugar!geométrico.!!
!













Dado!que! los! cuatro!equipos! (tres! en! la! interacción! y! en! la!producción!escrita! y!uno,! sólo!en! la!
interacción)! visualizaron! la! propiedad! que! cumplen! los! puntos! que! se! encuentran! sobre! la!
parábola!se!esperaba!que!pudieran!llegar!a!definirla,!pero!no!fue!así.!El!equipo!C!aunque!hace!un!
intento!por!describir! la!propiedad!que!tienen!los!puntos!que!se!encuentran!sobre!la!parábola,! lo!
hace! de!manera! errónea! «la!misma! distancia! de! FQ! a!Pl».! Por! otra! parte! los! equipos!A,!B! y!D!




la! traza! del! punto!P! para! definir! su!movimiento! dependiendo! del!movimiento! del! punto!Q.! Las!
respuestas!dadas!por!los!equipos!fueron:!A!!!Es!el!espacio!que!ocupa!una!figura!en!algún!plano!!B!!




En! su! respuesta,! el! equipo! A! relaciona! el! lugar! geométrico! con! la! superficie! de! una! figura.! El!




Durante! la! interacción! en! gran! grupo,! se! trató! de! partir! de! la! propiedad! de! los! puntos! de! la!
mediatriz! de! un! segmento! y! utilizarla! para! definir! parábola.! Para! ello! el! profesor! proporciona!
enunciados!incompletos!y!pide!que!los!alumnos!los!completen!con!una!RRacción.!!
!






En!el!siguiente!fragmento! la! idea!es!visualizar!cómo!se!representa!físicamente! la!distancia!de!un!
punto! a! una! recta! y! este! objetivo! se! cumple.! Sin! embargo,! consideramos! que! en! [41]! ! la!
intervención!del!alumno!se!descarta!sin!solicitarle!argumentos!para!defender!su!aportación.!
!
[40]! Profesor:! Luego! les! pide! que! tracen!
una! perpendicular! a! l! que! pase! por! Q! y!





desde! un! punto! a! una! recta?! Desde! un!








En! esta! unidad!de! análisis! se! revisa! la! construcción! realizada! con!el! uso!de! las! herramientas! de!
Cabri!como!traza!o!lugar'geométrico!para!encontrar!la!trayectoria!que!corresponde!a!la!parábola.!
Luego,!a!partir!de!la!construcción,!se!trata!de!identificar!la!propiedad!que!cumple!cualquier!punto!
que! se! encuentre! sobre! ella! a! partir! de! otros! conceptos,! tales! como,! la! mediatriz! y! la!
representación!física!de!la!distancia!de!un!punto!a!una!recta.!La!dinámica!seguida!por!el!profesor!
es! la! misma! que! antes,! cuestionar! y! esperar! que! le! devuelvan! RRacciones! que! le! indiquen! un!
reconocimiento!de!un!concepto!o!propiedad.! !Al! final!el!profesor!es!quien!termina!por!definir! la!
parábola.!
!




[47]! Alumnos:! Qué! la! distancia! a! F! y! a! Q! es! la!
misma.!
[48]! P:! El! punto! está! ¿dónde?! ¬! [contestan! los!
alumnos].!!
[49]!As:!En!la!mediatriz.!
[50]! P:! Bien.! Ahora! lo! que! hicieron! fue! activar! la!
traza!para!el!punto!P!y!luego!mueven!el!punto!Q'y!
encuentran! la! trayectoria! y! le! dan! un! nombre! ¬!
[contestan!los!estudiantes].!!
[51]!As:!La!parábola.!
[52]! P:! Luego! hacen! lo! mismo! con! lugar!
geométrico! y! ahora! las! preguntas.! [Lee]! Si! P! está!








[57]!As:!La!distancia!de!P!a! la! recta! l!es! igual!a! la!de!
PF.'
[58]! P:! Luego,! cómo! definen! la! trayectoria.! ¿Quién!
nos!dibuja!la!trayectoria?!¬!
[59]!As:!El!punto!P.'
[60]! P:! Lo! voy! a! escribir! aquí! para! que! no! se! olvide.!
Entonces,!…!¿qué!propiedad!tiene!este!punto?!!
[61]!As:!Que!tiene!la!misma!distancia!a!Q'que!a!F.'




propiedad,! siempre! es! punto! de! la! mediatriz.! Este!
conjunto!de!puntos!que!cumplen!con!que!su!distancia!






de! lugar!geométrico,!a!partir!de! la!experiencia!previa!de!su!uso!en!Cabri.!La! interacción!se! inicia!!
con!la!construcción!que!acaban!de!hacer!de!la!parábola![64]!como!recurso!para!extraer!significado!
y!con!la!participación!de!los!alumnos!para!que!mediante!RRacciones!el!profesor!pueda!integrarlas!
en!una!definición'económica'correcta'[69].!Durante! la! interacción!se!activan!ejemplos!de! lugares!
geométricos! para! clarificar! la! definición! [69B72].! En! estos! ejemplos,! como! antes,! los! alumnos!
identifican!la!palabra!círculo!confundiéndola!de!nuevo!con!circunferencia.!
!
[64b]! Profesor:! Ahora! ¿cómo! definen! lugar! geométrico?!
Veamos!esto!desde!la!definición!de!parábola.!La!definimos!
como! un! conjunto! de! puntos,! pero! también! se! puede!




[70]! As:! Es! el! círculo! //[otro! alumno]! Es! el!
círculo!de!radio!3.!
[72]!P:[…]Los!puntos!en!azul![circunferencia]!
es! el! conjunto! de! puntos! del! plano! que!
cumplen!con!que!su!radio!desde!el!punto!es!
3.! Todos! los! conjuntos! de! puntos,! como:!





[69]! P:! [Lugar! geométrico]! Es! el! conjunto! de! puntos! que!
cumplen!con!una!propiedad.!Por!ejemplo,!voy!a!dibujar!un!
punto! y! yo! les!digo!¿cuál! es!el! lugar! geométrico!de! todos!
los!puntos!cuya!distancia!a!este!punto!es!3?!!
son! lugares! geométricos.! Incluso! el! círculo!
porque! no! es! lo! mismo! que! circunferencia,!
[…]! círculo! sería! el! conjunto! de! puntos! que!















Durante! la! interacción! en! el! equipo! A! se! dan! cuenta! que! las! medidas! de! los! segmentos! son!
constantes!(RRacción)!y,!recordando!lo!que!habían!visto!de!la!parábola!en!el!registro!algebraico!(BR
acción),! dividen! y! verifican! que! una! distancia! es! 4! veces! mayor! que! la! otra.! ! En! cuanto! a! la!
propiedad!de!igualdad!de!la!distancia!del!vértice!de!la!parábola!al!foco!y!del!vértice!a!la!recta,!se!







[169]! A! ver.! Si! movemos! Q! no! cambian! las!
medidas.!
[170]!constantes.!
[171]! Pero! a! ver.! Divide! las! cantidades! [luego! de!
dividir!contesta!que!es!4].!
[173]! Entonces! que! la! distancia! RR’! es! 4! veces! más!
que!la!distancia!de!V'a!F![muestran!acuerdo].!
[175]!Y!ahora!de!V!a!F!y!de!V!a'l.!
[176]! Que! son! distancias! iguales.! Ya! lo! vimos.! V' es!
punto!medio.!#
#













entre!la!medida!de! y!la!distancia!entre!V!y!L?!que:!A! ! !1)!La!distancia!de!R!a!R’!es!4!veces!la!
distancia!de!V!a!F;!2)!La!distancia!de!V!a!F!es!igual!a!la!de!V!a!L' !B! !Es!=4;!Sí,!al!mover!el!punto!F!la!







la!distancia!de!R! a!R’! es!4!veces! la!distancia!de!V! a!F! y!que!estas!cantidades!no!cambian!con!el!
movimiento! de!Q.' ! En! la! interacción! en! el! equipo! A! observamos! que! no! intentan! mover,! por!
ejemplo,!el! ! foco!F! o! la!directriz! l! para!ver! cómo!se!modifican!estas!distancias! y! se!obtiene!una!
parábola! distinta.! El! equipo! B,! aunque! no! es! clara! su! respuesta,! encuentra! que! al! mover! F,! y!
obtener!una!parábola!distinta,!la!relación!1:4!entre!estos!segmentos!se!mantiene.!En!el!equipo!C!





















Así,! el! profesor! les! proporciona! la! definición! de! elipse,! como! el! lugar' geométrico' de' los' puntos'
tales'que'la'suma'de'sus'distancias'a'dos'puntos'fijos,'llamados'focos,'es'una'constante,!y!una!idea!
básica!para!su!construcción!que!consiste!en!tener!una!cantidad!constante!o!fija!que!en!este!caso!
será!el! radio!de!una! circunferencia!c! de! centro!F1! (un! foco)! y! radio!FB’,'Q! un!punto!móvil! de! la!
circunferencia!y!F2!un!punto!del!radio!FB!siendo!P!el!punto!de!intersección!del!segmento!AF!y!de!la!
mediatriz! del! segmento!AF.!Manipulando! el! punto!Q! que! es!móvil! sobre! la! circunferencia!C! se!
describe!el!lugar!geométrico!del!punto!P!que!corresponde!a!la!elipse.!!
Durante! la! construcción! reflexiona! junto! con! los! alumnos! sobre! el! porqué! de! cada! trazo.! Por!















sus! distancias! a! dos! puntos! fijos,! llamados! focos,! NO! es! una! constante,! como! se! requería! (BR
acción).!Ver!Figura!32.!
Al! darse! cuenta! que! en! la! trayectoria! la! suma! de! las! distancias! del! punto! [P]! a! los! focos! no! es!
constante!revisan![53B72]!la!construcción!notando!(RRacción)!que!habían!trazado!mal!la!mediatriz!
[9B12]!desde!el!punto![Q]!sobre!la!circunferencia!a!uno!de!los!focos![F1!centro!de!la!circunferencia],!














bien,! se! traza! la! mediatriz! del! punto! a! la!
circunferencia.!!












[27]! ¿Moverse?! Sí,! ¿verdad?! ¿Sí! quería! que! lo!
hiciéramos!así?!Aquí!esta!recta!y!luego!la!mediatriz,!así.!!



















































La! siguiente! parte! de! la! tarea! de! desafío! era! construir! la! hipérbola! a! partir! de! la! definición:! Se'
llama'hipérbola'al'lugar'geométrico'de'los'puntos'del'plano'tales'que'la'diferencia'de'sus'distancias'















de! la! parábola,! la! extracción! de! significado! tanto! del! concepto! de! mediatriz! como! de! la!
construcción! de! la! parábola! para! elaborar! las! definiciones! de! lugar! geométrico! y! parábola,! el!
trabajo! de! socialización! en! gran! grupo! y! finalmente! la! construcción! de! la! elipse! a! partir! de! la!




[51]! Bueno,! pero! nosotros! no! sabemos! como! se!
hace.!!









[56]! La! diferencia! entre! este! ! y! este!…¿?! //! ¿Y! eso!
no?!Y!luego…!No,!(Mm)!…!Se!me!hace!que!..¿?!
[63]! Por! qué! te! acercas…! [se! acerca! a! uno! de! los!




la! construcción! de! la! elipse! ].! La! circunferencia! de!
foco!1![con!centro!en!el!foco!1],!de!que!esto!debe!de!
ser! igual! a! este! segmento! más! este,! ¡ah! ya! sé!!
tenemos! que! ver! que! la! distancia! de! este! punto! al!
foco!tienen!que!ser!igual!a!()!sí,! la!distancia!de!este!
hasta!aquí!tiene!que!ser!igual!a!esto.!!
[66]!No! o! ¿sí?! (! )! No! porque!mira! //! [Otro! alumno!
trata! de! convencerlo]! Sí,! porque! ve! la!
circunferencia.!
[68]!No.!Es!que!el!punto!no!es.!










tomamos!un!punto!porque!dice!que! la! suma!de! la!
aquí!y!aqui!es!la!misma![regresa!a!la!elipse].!
[87]!Ah!sí.!Pero!como!es! la!suma,! tiene!que!ser!un!
pedacito!más! otro! pedacito,! es!más! grande.! Cómo!
es! la! hipérbola! es! más! chica! [la! circunferencia!
auxiliar!debe!ser!de!radio!menor!a!la!distancia!entre!
focos].!
[89]! Entonces! debe! ser! igual! la! resta.! Por! eso!









acciones)! que! el! punto! P! cumple! con! la! propiedad! requerida! [106].! Para! ello! proponen! tres!
estrategias:! 1)! sobreponiendo! vectores! para! calcular! la! diferencia! utilizando! el! método! del!
triángulo!o!del!paralelogramo![BRacciones!110B112];!2)!Conociendo!las!coordenadas!de!los!puntos!




















[113]! Ah! del! punto…! a! este.! Pero! es! que! tenemos!
que..!
[119]! ¡Ay!no!! quita! este! punto.! Sí.! Y! luego!quita! el!









[126]! Es! que…¿?! No.! Y! no! puede! sacar! aquí! la!
distancia.!
[127]! La! distancia! es…[mide! distancias! y! calcula! su!
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[115]!A!ver!ponle!aquí…!con!coordenadas…¿?!










Esta! revisión!de! los!pasos!da! lugar! a! ciertas!exploraciones! y! a! generar! situaciones!del! tipo! “que!
sucedería! si”,! como!vemos!en! [156].!Qué!sucedería! si!el! radio!de! la!circunferencia!auxiliar! fuera!
igual!a!la!distancia!entre!los!focos.!Esto!surge!durante!la!discusión!como!una!necesidad!de!cubrir!
todas! las! posibilidades! para! consolidar! lo! aprendido! (CRacciones),! dado! que! ya! se! tiene! que:!
cuando!el!radio!es!mayor!apoya!la!construcción!de!la!elipse!y!cuando!es!menor!la!de!la!hipérbola!
[156]!y!cuando!es!igual!da!lugar!a!un!punto;!que!corresponde!al!centro!de!la!circunferencia![158].!
A! la! par! que! se! retoman! los! pasos! que! se! siguieron! para! la! construcción,! van! repitiendo! el!
procedimiento!mostrando!dominio! sobre! la! construcción! al! buscar!un! acomodo!para!una!mejor!
visualización!identificando!puntos!libres!y!dependientes![166,!168,!169,!171,!175].!







[145]!Este!es!un!punto!y!el!otro! se! traslada!al! final!de!
este.!
[146]! Entonces,! sí! es! por! eso,! la! circunferencia! es!
menor.!
[147]! Es! como! si! tuviéramos! los! dos! y! este! lo!
trasladaramos!al!final!del!otro.!


















[166]! Ya! ves! que! hay! que! intersectarlo! con! la!
recta! ¿verdad?.! Porque! mira.! Ay! pero! se! me!






no! se! puede! [porque! es! dependiente! el! punto!
P].!
[171]!No.!Este!te!pasa!para!acá.!
[173]! Marca! esta! trayectoria! nada! más!
[complementa! otro! alumno]! ¿?! Cuando! está!
aquí,!este!se!va!allá.!




[179]! Ajá.! Y! luego.! ¿Y! luego! qué?! [contesta! un!
estudiante]!Donde!P!traza!el!recorrido!de!Q.!
[181]! ¿Ya! le! pusiste! donde! pasa! la! recta?! ¿el!
punto!en!la!recta?!
[182]! Sí.! Se! traza! una! recta! l! que! pasa! por! el!
punto!Q!y!F1.!Se!marca!por!el!punto!de!salida!en!
la!intersección!la!mediatriz!de!Q'y'l.!






































4.4 Análisis del bloque II 
#
El! bloque! II! se! organizó! en! cuatro! sesiones.! En! la! primera! se! realizó! la! hoja! 3,! en! la! segunda! y!
tercera!sesión!se!trabajó!sobre!la!hoja!4!y!por!último!en!la!cuarta!se!tenía!la!hoja!de!trabajo!5!que!
guiaba! la! sesión.! Los! tópicos!desarrollados,! con! la! intención!de! construirlos! y! soportar! con!ellos!
posteriormente!el!proceso!de! la!demostración!matemática,! fueron!sobre!proposiciones! (hoja!3),!
conectivos!lógicos!(hoja!4)!y!manejo!de!ejemplos!y!contraejemplos!(hoja!5).!En!el!desarrollo!de!las!
sesiones!participaron!sólo!ocho!de!los!estudiantes!que!trabajaron!el!bloque!anterior,!debido!a!que!
la! ingeniería! fue! aplicada! en! sesiones! extraordinarias! y! al! finalizar! el! semestre! únicamente! se!




guiada! por! el! profesor! y! finalmente! un! concentrado! de! respuestas.! Este! orden! se! sigue! en! la!
mayoría!de!las!sesiones!a!menos!que!se!considere!que!uno!de!los!momentos!ya!se!refleja!o!incluye!
en! otro.! De! la! misma! manera! que! antes,! la! herramienta! teórica! para! el! análisis! que! hemos!






A! continuación! se! presenta! el! análisis! de! la! sesión! correspondiente! al! tópico! de! proposiciones!
matemáticas.!!
4.4.1 Proposiciones matemáticas  
#
En!este!apartado!se!analiza!la!primera!sesión!del!segundo!bloque!(hoja!!3)!que!duró!poco!más!de!
una! hora! y! corresponde! a! la! construcción! de! la! definición! correspondiente! a! proposiciones!
matemáticas! a! través! de! tareas! realizadas! en! pequeños! grupos,! a! identificarlas! y! a! discutir! y!
argumentar! acerca! de! su! valor! de! verdad.! Cabe! mencionar! que! los! estudiantes,! durante! un!
semestre,! han! trabajado! la!matemática! basada! en! presentación! de! definiciones,! enunciados! de!
proposiciones!y!teoremas,!algunos!acompañados!de!su!demostración,!junto!con!ejercicios!donde!
se! aplican! los! conocimientos! adquiridos.! Sin! embargo,! no! hay! evidencia! en! sus! apuntes! que!
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muestre! alguna! explicación! sobre! lo! qué! es! una! proposición,! cómo! identificarla! y!menos! cómo!










En! el! análisis! en! pequeño! grupo! seguimos! la! interacción! en! el! equipo! B.! Para! definir! una!
proposición! matemática.! Ellos! hacen! referencia! a! “las! propiedades”! que! se! incluyen! en! el!
enunciado,!a!la!posibilidad!de!que!sean!“afirmativas!o!negativas”!(en!un!sentido!excluyente,!con!la!
idea!de!que!sean!V!o!F)!y!a!la!existencia!de!una!relación!(=,!≠,!≥,!≤,!<,!>,!etc.)!en!el!enunciado.!Esta!
definición! fue!negociada! y! construida! a!partir! de!ejemplos! específicos.! Inicialmente! las! acciones!




[4]! Es! una! oración! [otro! estudiante! apoya!


















[20]! Siempre!para! afirmar! los! enunciados! va! a! tener! “este!es!
tal”!o!“no!es!así”,!o!“debe!ser!así”,!sí!¿no?!
[21]! […]enunciado! que! tiene! algunas! propiedades! o!
condiciones!que!pueden!ser!afirmativas!y!negativas.!
[22]!¿Y!negativas?!
[23]! ¿Sí?! //! Sí! ! [responden! sus!
compañeros!y!otro!los!cuestiona].!
[26]! Más! bien! enuncia! propiedades!
afirmativas!o!negativas,!enuncia!…!
[28]! Pero,! es! que,! ()! más! bien!
[proposición]!matemática.!
[30]! Que! es! un! enunciado.! Ponle! es! un!
enunciado! cuyas! propiedades! son!






en! [18]! para! profundizar! en! esta! idea,! aunque! esta! BRacción! sucede! entendiendo! de! manera!
peculiar!las!palabras!“afirmación!y!negación”.!En![17]!se!están!considerando!como!valor!de!verdad!
y! en! [18]! en! la! forma! de! presentar! el! enunciado.! Esto! se! va! repitiendo! en! otros!momentos! del!
diálogo;!unas!veces!en!relación!con!el!significado!estricto!de!las!palabras!y!la!forma!de!presentar!el!





percibe! una! BRacción! para! complementar! su! producción! escrita! especificando! que! en! las!








fueron:! A! «Es! un! enunciado! que! se! considera! V! o! F,! más! sin! embargo! necesita! de! una!








importante! la! presencia! de! una! relación! (e.g.! =,≠,>,<)! en! el! enunciado! y! como! vimos! en! la!
interacción!esta!definición!ha!sido!negociada!y!construida!a!partir!de!ejemplos!específicos.!
!
En! la! interacción!en!gran!grupo!se!muestra!que! los!alumnos!han! identificado!tres!aspectos!en! la!
definición!de!proposición!que!van!a!permitir!CRacciones:!que!hace!referencia!a!una!propiedad,!que!
puede! ser! afirmativa! o! negativa! (en! el! sentido! de! V! o! F)! y! debe! incluir! una! relación! entre! dos!
elementos.!Al! compartir! las! respuestas!del! trabajo!en!pequeños!grupos,!durante! la! socialización!
mediada!por!el!profesor,!se!produce!una!CRacción![71!a]!C0.!!En!relación!a!la!actuación!del!profesor!




[67]! Profesor:! …¿Qué! entienden! por!
proposición!matemática?,!¿Qué!entienden?¬!
[68]!Alumnos:!…puede!ser!un!enunciado!que!




[70]!As:! Es!un!enunciado!que! se! considera!V!o! F,!más! sin!
embargo!necesita!de!una!demostración.!
[71a]!P:!Entonces,!aquí! lo!primordial!es!que!tiene!que!ser!
una! afirmación! o! un! enunciado! y! que! nosotros! tenemos!
que! determinar! si! es! falso! o! verdadero.! Cuando! no!






















[34]! Bueno! no! necesariamente! porque! está!














que! no! se! cumpla,! ya!
dependiendo! de! cómo! sea,!
afirmativo! o! negativo.! Pero! por!
ejemplo,! esta! no,! en! sí! no! me!
dice!nada,!nada!más!me!dice!–b!
…![Ejercicio!2:![Rb+√(b2R4ac)]/2a].!
[40]! Es! una! ecuación! (sic)!
[expresión]!y!ya.!











usan! para! indicar! V! o! F.! Sin! embargo,! afirmar,! es! asegurar! o! dar! por! cierto! algo,! y! no!









Para! tomar! una! decisión! adecuada! en! relación! con! este! enunciado,! se! percibe! una! RRacción!
correspondiente! a! reconocer! que! es! necesario! saber! de! qué! triángulos! se! está! hablando! para!
tomar!una!decisión![44].!Esto!produce!un!crecimiento!en!la!comprensión!del!concepto.!
!
















[52]! En! esta! sí! ¿verdad?! Pues! es! que,! esta! [sen'














[57]! [retornar! y! complementar! la! definición! de!
proposición! matemática]! Que! ahorita! le! podríamos!
poner,! especificar,! que! en! las! que! son! V! [son!
proposiciones]! se! maneja! una! relación! entre! dos!


















cuándo!se! tiene!una!proposición'matemática! (segunda!etapa!en!el!proceso!AiC),! los!estudiantes!
ayudados!por!el!profesor!y!por!el!trabajo!previo!reconocen!(RRacciones)! la! importancia!de!poder!




42B44,!p.! 236)!para!decidir! si! tienen!una!proposición!matemática,! sin!que!esto! signifique!que!el!
constructo! haya! sido! totalmente! asumido! puesto! que! aún! es! frágil! y! depende! del! ejemplo!
específico.!!
En! relación! a! la! participación! del! profesor,! en! [73]! encontramos! que! para! solicitar! evidencia!
reestructura! la!pregunta!¿es!proposición!matemática?!por!¿pueden!determinar!si!es!F!o!V?!Esta!




de! proposiciones,! todas! son!
proposiciones,!pero!la!idea!es!decir!cuáles!
[75]! As:! Sí//,! dependiendo! de! los! valores! de! a,' b! ! y,! 76B
¿Tenemos!valores?!!
[77]! As:! No! tenemos! valores! [otro! estudiante]! ¡Ah,! entonces!
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en! un! ejercicio! diferente! y,! aunque! la! respuesta! de! un! estudiante! [82]! es! correcta,! no! hay! un!
indicador!de!crecimiento!en!la!comprensión!y!uso!del!constructo!en!nuevos!contextos.!!
!
















que,! además,! los!estudiantes!expresan! cuál! sería!el! valor!de! verdad!de!esas!proposiciones.! Este!




que! sen' π/2' <sen' π/4! sí! es! proposición! matemática,! él! modifica! la! pregunta! a! ¿podemos!
determinar!si!es!F!o!V?!y!esto!propicia!que!se!encuentre!el!valor!de!verdad!de!la!proposición!(F).!
En! [92]! rescata! los! puntos! importantes! y! esto! propicia! que! en! [94B95],! los! alumnos! además! de!
responder!que!sí!es!proposición!matemática,!asignen!valor!de!verdad.!!
[87]! Profesor:! [intentan! corregir! su!
hoja! de! trabajo]! No! corrijan,! no! es!
necesario,! dejen! lo! escrito.! La! que!
sigue![!3+n+n2]!podemos!determinar¬.!
[88]!Alumnos:!Tampoco.!
[89]! P:! La! 5! [sen' π/2' <sen' π/4! ,! los!










cosa! es! ecuación! y! otra! identidad.! ! Por! ejemplo! la! 1! es! una!








En! cuanto! al! registro! escrito,! que! aparece! en! la! tabla! 28,! p.! 211,! podemos! extraer! que! ambos!
equipos!coinciden!en!identificar!como!ejemplos!de!proposiciones!matemáticas!a!3!y!6!y!como!no!
ejemplos! a! 2! y! 4.! La! justificación! de! A# para! considerar! que! [3]! los' triángulos' XYZ' y' RST' son'










V! y! necesita! probarse.! Aquí,! para! su! justificación,! si! el! enunciado! se! presenta! como! afirmación,!
señalan!que!“se!cree”!V'y!debe!probarse,!por!eso!es!proposición.!Para!B!se!aprecia!que!al!poder!
decidir! sobre! el! valor! de! verdad,! concluyen! que! se! trata! de! una! proposición! matemática.! Esto!







ausencia! de! una! igualdad! o! desigualdad! los! lleva! a! decidir! que! no! es! proposición,! en! este! caso!













los' triángulos' que' en' este' caso' se' cree'
verdadero,' más' sin' embargo' requiere'
verificarse.'
6)'Porque'es'un'argumento'con'respecto'a'un'



























Aunque! este! era! el! primer! inciso,! fue! la! última! tarea! que! realizó! el! equipo! B,! no! obstante! la!
presentamos!en!el! orden!de!presentación.!En! la! interacción!en!el! equipo! los! alumnos! tratan!de!
encontrar!un!contraejemplo![258]!pensando!en!un!número!negativo,!que!funcionaría!para!refutar!
la!proposición!en!el!caso!de!la!raíz!cuadrada.!Esta!RRacción![258]!reconoce!como!relevante!el!papel!





lo! descarta]! Con! decimales.! Los! decimales!
están!en!los!reales.!









En! [263]! al! parecer! se! dan! RRacciones,! en! las! cuales! piensan! en! ejemplos! aunque! no! se! hacen!
explícitos.! En! [266! y! 270]! no! se! tiene! cuidado! con! la! hipótesis! probablemente! por! la! forma! del!
enunciado!(no!es!explícito!el!si!…!entonces)!y!ensayan!con!½.!Sin!embargo,!en![267,!272!y!273]!se!










[267]!Entero…!y! su! raíz!es!número! real! [demandan!
explicación!de!por!qué!es!real].!
[269]!Ponle!porque!la!raíz…!es!real.!
[270]! Pues! ponle! eso.! Sí! eso.! Sin! importar! si! es!
fracción!o!…negativo.!




[275]! Por! eso! ¿por! naturaleza! divina?! [Pide!
justificación!y!reflexionan]!A!ver!no,!hay!que!pensar!
por!qué.!












Durante!la! interacción!en!gran!grupo,!como!en!la! interacción!en!el!equipo!B# (p.240),!apreciamos!
que!hay!una!RRacción!al!considerar!que!las!raíces!cuadradas!de!un!número!negativo!son!números!
complejos.! Luego! se! da! una!BRacción! al! utilizar! este! conocimiento! para! decidir! sobre! la!V'de! la!
proposición,!dado!que!las!raíces!cúbicas!de!un!número!negativo!son!reales.!
!
En! relación! al! profesor! encontramos! que! aún! cuando! se! da! la! respuesta! correcta! [281],! él!
demanda!mayor! participación! [282]! para! que! expliquen! [284]! y! amplíen! [286]! su! razonamiento!


























[101]! Es! verdad,! x2+y2! >! 1,! donde! x! e! y! son!
reales,! …! ¿no?! Sí! porque! x! cuadrada! y! esta!
[y2]!son!positivos.!
[102]!¡Ah!sí!!





Continúan! tratando!que! todos!queden! convencidos!de!que! la!proposición!es!F.! Para!ello! siguen!
buscando! contraejemplos.! En! esa! búsqueda,! los! conectivos! “o”! e! “y”! [239B243]! representan! un!
conflicto!para!la!comunicación.!Es!entonces![243B244]!cuando!se!aprecia!la!RRacción!que!muestra!
la! relevancia! del! uso! adecuado! de! los! conectivos! para! continuar! con! la! construcción! de! los!
contraejemplos.! Finalmente! se! aprecia! una! BRacción! en! los! contraejemplos! encontrados! x=y=0;'




son! reales,! deciden! que! es! F! y! un! estudiante! pide!
































El! equipo!A! no! registró! en! forma! escrita! ningún! argumento.! Aunque! en! la! interacción! en! gran!
grupo!ambos!equipos!deciden!que!este!enunciado!no!presenta!cuantificadores!y,!al!no!decir!que!
para! todo!número! real! o! bien! usar! otro! cuantificador,! no! es! una! proposición! porque! la! palabra!
“donde”!es!ambigua!y!se!entiende!de!diferentes!maneras.!!
!!
Durante! la! discusión! en! grupo! primero! se! considera! que! el! enunciado! es! ambiguo! ya! que! la!






































de! logaritmo!y! la!abandonan.!Después!de!realizar!otros!ejercicios,! retornan!y!se!dan!cuenta!que!
necesitan! entender! el! significado! de! logaritmo! (RRacción).! Con! ello! se! inician! dos! procesos! de!






numero! tendría! que! elevar! el! 7! para! que! me! de!
mayor!que!0!![escribe].!
[185]! No.! Este! número! si! es! mayor! que! 0! [log7'
x]…me!da!x![7p],!donde!x!es!un!real![asienten].!
[187]!Esto!dices!tú.!O!sea!logaritmo!7!de!x!es!igual!a!a'







supone!una!CRacción! (C6)!del! concepto!de! logaritmo!dado!que!conciben!de!manera!adecuada!el!
lenguaje! de! los! exponentes! aunque,! no! entienden! todavía! el! papel! del! contraejemplo,!
fundamentalmente!para!decidir!el!valor!de!verdad![194,!198,!199].!
!
[190]! No.! Entonces! aquí! es! cierto! [los! demás!muestran! acuerdo!
convencidos].!
[192]! Porque! el! único! que! no! cumpliría,! sería! el! 0! [log7' 1=0,! es!
decir'x=1>0,'pero!log7'x=a=0,!no!positivo].!
[193]!No,…,!!ajá,!sí.!
[194]! Sería! que! logaritmo! 7! de! x! fuera! 0,! pero! lo! que! nos! están!
especificando!es!que!x!es!mayor!que!cero!y!que!este!también![a].!
[195]! ¡Qué! fuera! mayor! que! cero!!
[log7'x].!
[197]!Entonces!¿cómo!le!pondríamos?!






con! el! concepto! de! logaritmo,! necesitan! verbalizar! sucesivas! veces! lo! que! entienden! por! el!
























[207]! Es! igual! a! uno! [x=1,' 70' =1]! [Otro! estudiante!
demanda!explicación!de!esto].!
[209]!Sí!se!cumple,!¿verdad?!cumple!con!todo.!





[log7' x>0],! ¿entonces! si! cumple?,! donde! p! debe!
ser! mayor! que! cero,! no,! si! x! es! mayor! que! cero!
[esto!pone!a!pensar!a!otro!alumno]!Ah!entonces…!
[215]! No,! no! es! cierto,! porque,! a! ver! si! x>0,! por!















Finalmente!se!concluye! la!discusión!y!en!el! registro!escrito!del!equipo!B,!«7p=x,' '70=1,! 'x>0'pero'



















En! este! fragmento! presentamos! la! discusión! en! grupo! para! decidir! el! valor! de! verdad! de! la!
proposición,! si' x>0,' entonces' log7x>0' (donde' x' es' real).! En! [304]! se! reconoce! la! función! del!
contraejemplo!como!relevante!(BRacción)!y!se!muestra!confianza!en!la!comprensión!del!concepto!
recién! construido! de! logaritmo! [306].! Esta! confianza! es! evidencia! de! la! consolidación! que!














En! [309]! encontramos! influencia! del! ejercicio! anterior,! dado! que! en! ambos! aparece! la! palabra!
“donde”! que! antes! se! prestaba! a! diferentes! interpretaciones.! Vemos! que! para! el! alumno! la!
precisión!de!lenguaje!aún!es!frágil!y!depende!del!contexto.!Se!reconoce!que!para!algunos!valores!












papel! condicional!de! la!hipótesis!en! la!misma!y!el!papel!de! los! contraejemplos!para!probar!que!
















considera! proposiciones! en! forma! de! ecuaciones! o! desigualdades! que! requieren! conocer! los!














[321]! Alumnos:! Si! el! primer! enunciado! es! V! y! el!
segundo!es!V,!todo!es!V.!
[322]! As:! Si! el! primero! es! F! y! el! segundo! es! F!
entonces!es!(!)!F.!




















[113]! [un! estudiante! pide! justificaciónn! y! le!
responden]!Ah,!¿Por!qué?,!la!proposición!es!cierta.!
[114]! La! oración! es! cierta! porque! para! cualquier!
valor!de!t!se!cumple.!








En! la! discusión! en! gran! grupo! se! decide! el! valor! de! verdad! de! la! proposición! anterior.! Los!










Ítem' 5.' Decidir' si' la' proposición,' 5)' Sean' a' y' b' enteros' con' a≠0.' Si' a' no' divide' a' b,' entonces'
ax2+bx+bRa'no'tiene'una'raíz'entera'positiva,'es'verdadera.'
!
Para! comprender! la! tarea,! en!el! equipo!B,! repiten!el! enunciado!del! ítem! [121]! y! con!RRacciones!
reconocen! que! la! fórmula! general! para! resolver! ecuaciones! de! segundo! grado! y! su!manejo! son!
relevantes!para!ver!si!la!proposición!se!cumple![122],!al!igual!que!tener!en!cuenta!la!hipótesis![124!
y!128].!Esto!último!muestra!ya!el!cuidado!que!se!tiene!al!tomar!en!cuenta!el!papel!condicional!de!
la! misma.! De! acuerdo! con! Schwarz! et! al! (2009,! p.17)! esto! indica! el! paso! a! una! etapa! de!
consolidación! (precedida! por! la! necesidad! y! la! emergencia! de! un! nuevo! constructo)! para! la!
abstracción!de!un!concepto.!En![125!y!126]!se!observa!cuidado!también!en!el!uso!adecuado!de!la!












[125]! Sí,! así.! Pero! si!a'no!divide! a!













te! hace! positivo,! ¡ah! no!! pero! los! enteros!
¿verdad?,! a! ver,!mmh…!Eso!es!F! ¿no?!porque!
por! ejemplo! aquí! puede! ser! una! raíz,! perdón,!
una! fracción,! sí! pero! sumado! con! este! puede!
salir! una! positiva! o! restado! te! puede! salir!
























































[169]! Mira! no.! Más! bien! esto.! No.! Cuando!
tenemos!este!así![tratan!de!resumir].!
[170]!Aquí!ponle!que!sustituimos!a!b'…!












B! en! su! aportación! escrita! después! de! presentar! los! cálculos! de! sustituir! c=bRa! en! la! fórmula!







Tomando! en! consideración! los! registros! escritos! anteriores! pasamos! a! la! interacción! en! gran!
grupo.!Se!percibe!inmediatez!y!confianza!en!el!manejo!de!la!definición!de!divisibilidad!incluída!en!
una!hoja!de!trabajo!previa!sobre!construcción!de!definiciones!donde!sí!se!exhibieron!dificultades!
con! esta! definición! (ver! página! 132! en! la! sección! ! 4.3.1.1! Definiciones! no! geométricas).!!
Aunque!durante!la!interacción!no!se!explicitan!las!ideas!de!cada!alumno,!revisando!la!interacción!
en! pequeños! grupos! y! sus! producciones! escritas! se! pueden! ver! RRacciones! de! la! utilidad! de! la!















En! esta! parte! se! espera! que! los! estudiantes! identifiquen! la! forma! “si,…,! entonces”! de! una!














que! de! ella! se! extrae! la! conclusión,! la! consideran! como! evento! independiente! [383].! Tras! esta!











[382]! O! puede! ser! un! evento,! un! evento! [otro!
alumno! completa! y! asienten]! Un! evento!
independiente.!!
![385]! Porque! si! pasa! esto,! entonces! pasa! aquello.!
Entonces!la!conclusión!es!un!…!
[386]! Otro! evento! que! está! en! función! del! evento!
independiente!…¿?!
[387]!O!de!las!propiedades!de!la!hipótesis.!
[388]! ¡Ah! no!! Bueno,! sí.! Pero! entonces! aquí! sería! un!
evento!independiente,!mmmh.!























Para! la! discusión! en! la! interacción! en! gran! grupo! el! profesor,! al! darse! cuenta! de! las! respuestas!
generadas,! cambia! la! intención! de! la! tarea! en! la! socialización! y! pregunta! «qué! función! tiene! la!
hipótesis»![430]!lo!que!induce!una!nueva!aportación![432].!
!















van! a! demostrar,! esta! parte! [la! hipótesis]! ¿para! qué!
me! sirve?! ¿qué! me! aporta! en! la! demostración?!
Cuando!ustedes!escuchan!la!palabra!“demuestra”!por!
ejemplo! [escribe]! demuestra! que:! si!X! es! un! espacio!
métrico! entonces! es! compacto,! esta! proposición! es!







[439]! P:! Son! las! bases.! Eso! se! supone! que! es!



















En! [446]!otra!alumna! interviene!y!piensa!que!«cuando!es!una!hipótesis!F! pues!es! lo! contrario».!
Esto!provoca!que!el!profesor!les!recuerde!nuevamente![447]!la!proposición!sobre!el!logaritmo,!lo!
cual!provoca!una!BRacción! identificando!el!punto!de!partida! (que!x>0!es!cierto)!dando! lugar!a! la!
construcción! del! significado! de! la! hipótesis! de! acuerdo! a! su! función! en! el! proceso! de!
demostración.!Sin!embargo,!en!este!proceso!“colectivo”!de!construcción,!el!efecto!no!es!el!mismo!
sobre! todos! los! participantes! e! intervienen! otros! conceptos! que! aún! no! se! diferencian.! Así! una!








implicación?! Regularmente! dices:! si! pasa! esto! [hipótesis]! demuestra! que!
esto! [la! conclusión]! es! V.! Dan! por! hecho! que! la! hipótesis! o! esta! parte!
[señala! en! el! ejemplo! la! parte,! si' x' es' un' número' par]! es!V.! Por! ejemplo!



























En! esta! parte! no! se! identifica! una! CRacción! donde! se! mencione! de! manera! completa! los!














ambas! son! implicaciones!en! las!que!no!aparece!de!manera!explícita! la!palabra!si.! En! la!primera!
aparece! el!entonces! y! en! la! segunda,! como!variación,! en! su! lugar! aparece! el! símbolo! ””! cuyo!
significado!es!el!mismo!o!se!lee!“entonces”!o!!“implica”.!
!
[394]! Esto:! El! triángulo! rectángulo!XYZ! con! catetos! de!












En!esta! interacción!no!se!aprecian!acciones!más!allá!de!exponer! lo!negociado!en!el!equipo!y! las!
intervenciones!del!profesor,!únicamente!se!limitan!a!recoger!tal!información.!
!
[456]! Profesor:! […]! tienen! ustedes! para! identificar! cuál! es! la! hipótesis! y! la!
conclusión.! En! la! primera! [Si! el! triángulo! rectángulo! XYZ! con! catetos! de!





hipótesis! n! es! un! entero!
par.!
[458]!As:!Y!n! cuadrada!es!




la! conclusión!y!después! la!hipótesis:! 3)!es'posible' resolver' las'dos'ecuaciones' lineales'ax+by=e'y'
cx+dy=f' para' x' e' y' cuando' a,' b,' c,' d' y' f' ' son' números' reales' con' adRbc≠0,' y! 5)' r' es' un' número'
racional'si'r'es'real'y'satisface'r2=2.!'
En!la!3),!además!se!utilizan!palabras!distintas!a!las!habituales!si!y!entonces,!y!en!la!5)!se!omite!sólo!








[408]! [más!adelante]! r! es!número! irracional,! si! r! es!
real! [y! satisface! r2=2]…! ! esta! es! la! hipótesis! [se!
detiene! al! identificar! el! si! y! lo! que! está! después! lo!
considera!hipótesis].!
!















No! tienen! problemas! para! identificar! los! componentes! de! cada! implicación! aún! cuando! en! los!
enunciados! propuestos! no! aparece! la! hipótesis! en! primer! lugar.! En! las! respuestas! se! muestra!










Parte'3.'En!este!extracto!se! trata!de! identificar! la!hipótesis!y! la!conclusión!en! la!proposición:!La'
suma'de'los'n'primeros'enteros'positivos'es'n(n+1)/2.!!











[399]! La! suma! de! los! n! primeros! enteros! ()! [se!
detienen! y! contesta! un! estudiante]! Esta! es! la!
hipótesis.!
[401]! Si! son! primeros! enteros! positivos,! digamos!












[406]! Tú! le! pusiste! ahí! [la! compañera! contesta]! Sí!
ajá,!esta!es!la!hipótesis![n(n+1)/2].!
!
En! la! producción! escrita! se! especifica! lo! contrario! de! lo! señalado! en! el! dialogo.! Esto! puede!
atribuirse!a!la!forma!en!que!se!enuncia!«todo!esto!es!la!suma![n(n+1)/2]!en!consecuencia!de!tener!






algunas! discrepancias! [464,! 466! y! 467].! Ante! esta! situación! se! sugiere! revisar! el! papel! de! la!




































[412]! Esta! es! la! hipótesis! …! [Si!p! y!q! son! números!
reales![positivos!con!√pq≠(p+q)/2].!






Como! respuesta! en! [415],! el! estudiante! presenta! argumentos! (BRacción)! que! dan! muestra! de!
actitud!de!precisión!y!rigor!al!utilizar!un!ejemplo!con!el!que!intenta!mostrar!la!incoherencia!puesta!
en! juego.! Otro! estudiante! interviene! en! [417]! para! volver! a! la! tarea! que! consistía! sólo! en!
identificar!hipótesis!y!conclusión!de!la!implicación!tal!como!aparece!en!el!enunciado!propuesto.!
!
[414]! No,! no! puedes! decir,! p! diferente! de! q,! entonces! p! y! q! son!
números!reales!positivos!...!
[415]! ¿Cómo! saber! que! son! números! reales! positivos! si! sólo! son!
diferentes?!y!¿si!son!negativos?!
[416]! Pues! es! que! léelo! al! revés!!





























































través!de!una! serie! de!pasos,! esos!pasos!quién!no! los! va! a! dar,! el! área! en! la! que!estamos! trabajando,! la!
teoría!previa!que! tenemos.! !A!partir!de! la!hipótesis!y!de! la! serie!de!pasos!sustentados!en! la! teoría!previa!
tenemos!que!manipular!y!llegar!a!la!conclusión.![…]!Cuando!estamos!demostrando!algo!en!una!implicación!
¿qué!diríamos?! [1)]!Qué!cosas!nos!está!dando! la!hipótesis!y! [2)]!qué!cosas!conozco!de! la! teoría! […]!y!con!
todo!esto!y!la!hipótesis!a!través!de!un!razonamiento!deductivo!llegar!a!la!conclusión.!!
La!idea!de!estas!prácticas!es!acercarnos!cada!vez!más!a!qué!es!lo!que!hay!que!hacer!cuándo!demuestras.!La!










la! figura! 41! se!muestran! las!CRacciones! producidas! a! lo! largo! de! esta! actividad! (no! todas).! A! la!










C3! (88BGG)! Uso! de! C1! en! contexto! algebraico!
diferente!
C4! (90B92BGG)! Uso! de! C1! e! inicio! de! formas! de!
argumentar!el!valor!de!verdad!de!implicación!
C5! (94B95BGG)! Uso! de! C1,! para! la! identificación! y!
argumentación!del!valor!de!verdad!de!implicación!
C6!(192BPG)!Construcción!del!concepto!de!logaritmo!!









C10! (321,323,327,328BGG)! Tabla! de! verdad! de!
implicación!
C11!(374BPG)!La!hipótesis!se!considera!verdadera!!













retoma! en! otra! tarea! donde! surge! C10! y! se! menciona! que! una! técnica! para! probar! que! una!
proposición!es!F!es!exhibir!un!contraejemplo,!y!esto!se!hace!ya!de!manera!consciente.!!




4.4.2 Hoja de trabajo # 4: Conectivos lógicos  
#
Esta!sesión!se! llevó!a!cabo!el!15!de!junio!de!2009!durante!una!sesión!de!90!minutos.!El!objetivo!
era! destacar! la! importancia! de! los! conectivos! lógicos! para! obtener! nuevas! proposiciones!
compuestas!de!otras!simples.!Participaron!también!dos!equipos.!
Para! conducir! el! análisis! en! la! mayoría! de! las! tareas! seguiremos! la! dinámica! de! las! anteriores!
sesiones,!primero!presentaremos!las!interacciones!en!pequeños!grupos,!los!registros!escritos!y!la!
socialización!con!el!profesor.!No!obstante,!en!el!desarrollo!de!algunas!tareas!consideramos!que!es!













En! la! interacción!en! gran! grupo,! que! refleja! lo!ocurrido!en!pequeño!grupo,! se! aprecia!que!para!
construir! las! negaciones! uno! de! los! equipos! omite! el! cuantificador! [49]! y! el! profesor! explica! la!















Lo! anterior! muestra! que! los! estudiantes! no! manejan! adecuadamente! los! cuantificadores! aún!
cuando! dan! muestra! de! haberlos! utilizado,! por! ejemplo! en! las! RRacciones! donde! exhiben! un!
reconocimiento!de!“al!menos!uno”![60]!o!“para!todo”![61].!Aquí!podemos!apreciar!como!a!fuerza!
de!repetir!y!enfatizar!cuál!es!el!cuantificador!en!cada!caso,!el!profesor!consigue!que!construyan!(CR
acción)!de!manera!adecuada! la!negación!del!enunciado!4![63].!Esta!CRacción! les! lleva!a!construir!
de!manera!inmediata!las!negaciones!de!los!enunciados!5!y!6![65!y!67].!
!












[64]! P:! ¡Esa! sería! la! negación!! Hay! que! tener!
mucho! cuidado! con! los! cuantificadores.! Si! hay!
una,! la! negación! es! para! todo.! Luego! “todos! los!
estudiantes!son!buenos”.!
[65]!As:!Existe!un!estudiante!que!no!es!bueno.!





































[76]! P:! A! ver,! está! cumpliendo! al! mismo! tiempo!










[84]! P:[…]está! cumpliendo! dos! condiciones! 1≤x! y!
x≤3![…]!El!enunciado!es!tipo!P'y'Q'¿la!negación?!!
[85]!As:!NO'(P'y'Q).!












conectivo! “y”! puedan! construir! la! tabla! de! verdad!de! la! conjunción.! Los! enunciados! son,!P:' hoy'


















[90]! Profesor:[…]! Supongan! que! no! han! visto! lógica.! A!
partir! de! los! enunciados! tratemos!de! verificar! la!V'o!F!
de!P'y'Q.!A!ver!que!P!sea!V!y!Q!sea!V.!Está!lloviendo!(V)!
[94]! P:! A! ver! F! y! F' [contestan! los! estudiantes]!
También!es!F!







tiempo.! En! la! tabla,! con! que! alguna! de! las! dos!





A!partir!de!dos!enunciados,! la! tarea!era!que! construyeran! las! tablas!de!verdad!de! la!disyunción!
para! el! caso! no! excluyente! (o! bien!P! o! bien!Q! o! ambas).! ! Para! ello! se! les! da! la! situación:! En! el!
escaparate! de! la! librería! de! la! universidad! aparece! escrito:! «Nuestros! clientes! en! posición! de! la!
credencial!de!estudiante!o!empleado!de!la!universidad!tendrán!derecho!al!15%!de!descuento».!En!
esta! tarea! ambos! equipos! realizan! el! registro! escrito! en! forma! correcta! y! considerando! que! la!
interacción!en!equipo!nos!da!la!información!suficiente!hemos!omitido!el!registro!escrito.!
!
En! la! interacción! en! equipo,! encontramos!RRacciones! en! las! que! reconocen! el! símbolo! utilizado!
para!la!disyunción!y!lo!asocian!con!la!unión!vinculada!a!su!clase!de!lógica![26].!Con!la!finalidad!de!
que!se!entienda!la!diferencia!entre!el!sentido!excluyente!y!el!no!excluyente,!en![28]!se!exhibe!una!
BRacción! que! ejemplifica! tal! distinción.! Enseguida! se! aprecian! RRacciones! para! reconocer! las!









[27]! [Al! leer! que! hay! dos! sentidos:! excluyente! y! no!
excluyente]!Pero!no!entiendo,!¿son!dos!símbolos?!!
[28]!No,!más!bien! aquí! dice!que!hay!dos!maneras! para! la!
disyunción.! Sí,! por! ejemplo,! que! diga! hoy! es! “lunes! o! es!
miércoles”,! bueno,! aquí! es! uno! u! otro.! Pero! puede! haber!
un!ejemplo!también!que!contemple!a!los!dos,!“hoy!es!lunes!
o!no!es!miércoles”.!Creo!que!a!eso!se!refiere!la!“o”!puede!
tomar! a! los! dos! al! mismo! tiempo! o! bien! forzosamente! a!
uno!o!a!otro.!
[29]! [Leen]! No! excluyente,! a! ver! “nuestros! clientes! en!
posición! de! la! credencial! de! estudiante! o! empleado!
tendrán! derecho! al! 15%! de! descuento”! P! es:! estudiantes!
con!credencial!tienen!15%!
[30]!Q:! empleados! y! luego! [silencio]! P' o' Q:!
estudiantes!o!empleados!tendrán!descuento!
[31]!Pues!ponlos!igual!pero!con!o![escriben]!
[33]! [llenando! la! tabla! de! verdad! de! la!
disyunción!no!excluyente]!V'o'V!es!V!
[34]! V' o' F! es! F! [un! estudiante! muestra!
desacuerdo]!No,!es!V!
[36]!Es!F!y!también!F!o!F!es!F!no?!
[37]! [V' o' F]! es! V,! porque! aquí! están!
contemplando! que! a! un! estudiante! o!
empleado! se! les! haga! descuento.! Entonces!














[100]! As:! Estudiantes! o! empleados! de! la!
Universidad!tienen!15%!de!descuento.!
[101]! P:[…]! cómo! serían! los! valores! de!
verdad.! Si! son! V! los! dos,! podemos! tener!
casos!así.!
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partir! de! los! enunciados! y! el! contexto.! […]«Nuestros!














Para! construir! la! tabla! de! verdad! de! la! disyunción! excluyente! (o! bien!P! o! bien!Q! no! ambas)! la!
situación! dada! fue:!Una! niña! se! empeña! en! que! su! padre! la! lleve! el! domingo! por! la!mañana! al!
parque!y!por!la!tarde!al!cine!de!su!barrio.!El!padre!le!dice:!«No.!Saldremos!por!la!tarde!e!iremos!al!
cine! o! al! parque».! En! las! interacciones! en! equipo! los! diálogos! entre! los! estudiantes! dejan! ver!













[107]! Profesor:! […]! P! sería:' por' la' tarde'























dado! que! se! olvidaron! los! dispositivos! necesarios.! Por! esta! razón! únicamente! presentamos! un!
análisis! basado! en! registros! escritos! y! en! las! notas! sobre! las! observaciones! realizadas! por! la!
investigadora.!!









la! hipótesis.! En! el! caso! del! equipo! B! observamos! que! omiten! “esta! tarde”! al! construir! la!
implicación! y! su! recíproca,! lo! que! se! discute! en! la! socialización! destacando! la! importancia! de!
tomar!en!cuenta!toda! la! información!dado!que!las!proposiciones!están!limitadas!a!esa!condición!
de! temporalidad! y! cuando! tratan! con! implicaciones! en! el! contexto! matemático! es! importante!
respetar!todos!los!condicionantes.!En!cuanto!a!diferencias!entre!la!implicación!y!su!recíproca,!en!el!



















vincular! “ocurre”! con! “verdadero”! y! esto! propicia! que! vean! las! proposiciones! como! “eventos”.!












A! continuación! se! les! pide! que! llenen! la! tabla! de! verdad! de! la! implicación! y! su! recíproca!
recordando!los!enunciados!sobre!los!que!han!trabajado.!Se!insiste!en!que!para!ello!interesa!saber,!
por!ejemplo,!cuándo!es!F!el!enunciado!P' implica'Q.!Se!sugiere!que!en! los!cuatro!casos!conviene!





En! relación! a! este! error! (ver! fragmento! 442B455,! p.! 221B222,!4.4.1.4 Análisis de comprender 





















P' Q' P→'Q' Q→'P'
Verdadero' Verdadero' A,B!Verdadero! A,B!Verdadero!
Verdadero' Falso' A,B!Falso! A!FalsoB'Verdadero!
Falso' Verdadero' AFalso'B'Verdadero! A,B!Falso!
Falso' Falso' A,B!Verdadero! A,B!Verdadero!
!
Se!les!propone!el!ejemplo;!Eduardo!dijo:!«voy!al!banco!y!si!está!abierto!traeré!mil!pesos».!Usando!









vienen!arrastrando!el!error!derivado!de! la! tabla!de! la! implicación!y! la! recíproca,!que!al! final! fue!




P' Q' P→Q' Q→P' P→Q'y'Q→P' P↔Q'
V! V! A,B!V! A,B!V! A,B!V! A,B!V!
V! F! A,B!F! A!F!B!V! A,B!F! A,B!F!
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F! V! A!F!B!V! A,B!F! A,B!F! A,B!F!













Esta! tarea! fue! posterior! a! la! socialización! de! las! tareas! anteriores.! Para! empezar! se! les! da! la!
definición! de! una! ley' lógica! como! una!
proposición!que!es!V!cualquiera!que!sea!el!
valor! de! verdad! o! falsedad! de! sus!










El! equipo! A! muestra! justificaciones! rápidas! y! poco! cuidadas.! En! 1)! aunque! es! cierto! lo! que!
escriben,!sin!embargo,!dado!que!en!matemáticas!la!disyunción!es!no!excluyente,!falta!agregar!que!
en! el! caso! tratado! A! y! No' A! son! excluyentes.! En! 2)! al! parecer! toman! en! cuenta! que! en! la!
bicondicional!se!da!una!tautología!cuando!P'y'Q!tienen!el!mismo!valor!de!verdad,!sin!embargo!no!






Nombre' Notación' Significado' Cuándo'es'verdadero(tautología)'








Bicondicional! A,B!!P↔Q! A,B!!P'si'y'sólo'si'Q! P,'Q!tienen!el!mismo!valor!de!verdad.!
A!!Condicional! A,B!!P→Q! A,B!!Si'P'entonces'Q! Excepto!cuando!P!es!verdadero!y!Q!es!falso.!
A% ¬A% A˄¬A% ¬(A˄¬A)%
V' F' F' V%







5)'A→B=('A∨¬B)'→(P∨¬P);'en' la'primera'parte' si'pasa'A'pasará'B,'en' la' segunda'parte' tendremos'que'si'




faltó! hacerlo! explícito! en! sus! tablas! agregando! la!
columna! de! la! bicondicional! para! la! tautología.! Por!
ejemplo! en! 2)! la! ! columna! para! (A→B⇔No!B→No!A).!





Figura 44. Equipo B. Reducción al absurdo.#
 
 
4.4.3 Hoja de trabajo #5: Uso de ejemplos y contraejemplos  
'
Esta! hoja! se! llevó! a! cabo! el! 17! de! junio! de! 2009! con! una! duración! de! 95!minutos,! con! ella! se!
pretendía! que! se! familiarizaran! con! el! uso! de! ejemplos! y! contraejemplos! en! el! contexto! de! la!









la! tercera! consigna! había! que! refutar! tres! proposiciones! dadas.! En! la! cuarta! se! pedía! que!
ensayaran! con! diferentes! números! naturales! para! verificar! la! proposición,! para' todo' número'
[natural]'n,'se'tiene'que'n2+n+41'es'primo.!Mediante!una!tabla!podían!realizar!sus!registros!para!
justificar!cómo!demostrarían!que! la!proposición!era!V!o!F.#Para! finalizar! la!actividad!relacionada!
con! el! uso! de! ejemplos! y! contraejemplos,! se! les! mostró! (tarea! cinco)! un! video! de! una! serie!
televisiva!conocida!(Dr.!Who)!en!la!cual!aparece!un!acertijo!cuya!respuesta!hace!posible!el!acceso!
Figura 42. Producción equipo B. Ley del 
tercero excluido (A o no-A)%
Figura 43. Equipo B, demostración por contraposición%
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a! una! habitación! de! alta! seguridad32.! ! Para! resolver! el! acertijo! era! necesario! descubrir! que! se!
trataba!de!números!primos!felices.!Este!concepto!fue!previamente!abordado!en!el!bloque!I!de!esta!
ingeniería! en! relación! con! la! construcción!de!definiciones! (ver!4.3.1.3 Análisis de la parte II: 


















uno! comprobando! el! enunciado! ! y! si!
encontramos! un! alumno! mayor! de! 19!
























con! la! hipótesis! y! que! «contradiga! el! enunciado»! [8! y! 11],! o! bien! la! conclusión! sea! falsa.! Ellos!











[8]! Encontrando! un! ejemplo! que! contradiga! el!
enunciado!¿no?!
[9]! Que! sea! verdad,! encontrar! algún! evento!
[asienten].!
[11]!Que!contradiga!lo!que!dice!el!enunciado.!
[12]! Sí,! pero! si! contradice,! qué! contradice! el!




[14]! No,! mira.! Tenemos! un! enunciado,! queremos!
probar! que! es! F! ¿no?! Tenemos! que! encontrar! un!
contraejemplo!de!este,! pero!ese!ejemplo!debe! ser!V!
[cumplir! con! la! hipótesis],! porque! si! no! es! V! no!
estamos! demostrando! nada.! Sí! ¿no?,! ¿están! de!
acuerdo?!o!¿qué!tenemos!que!hacer?!
[15]!Más!bien!un!ejemplo.!
[16]! Para! probar! que! el! enunciado! es! F! sería! un!
contraejemplo! del! enunciado.! Encontrar! un!




[18]! Es! lo! mismo,! pero! bueno! está! bien,! lo!
ponemos!!así.!
[19]! Bueno! yo! lo! entiendo! como! encontrar! un!
ejemplo!V'[…]!que!contradiga!que!el!enunciado!es!
F.!
[20]! Se! necesita! encontrar! un! ejemplo! F! del!
enunciado,! no! un! ejemplo! V! que! contradiga! el!
enunciado.!
[21]!Un!ejemplo!V!que!contradiga!el!enunciado.!
[22]! Encontrar! un! ejemplo! V! que! contradiga! el!








[25]! Es! que! no! encontrar! a! ningún! ejemplo! sería!
como!encontrar!algún!contraejemplo.!!




[30]!Mira! estos! 3! son! ejemplos! que! contradicen! al!
enunciado.!Si!encuentro!uno!de!ellos,!el!enunciado!
es! F! o! sea! que! no! encontrar! ninguno! de! ellos!
significa! que! el! enunciado! es! V.! Sí! ¿verdad?! No!
encontrar! ninguno! de! ellos! puedo! decir! no!
encuentro!ninguno!de!ellos![asienten].!
!
El! equipo! B! en! su! producción! escrita! registró! que! el! acuerdo! era! que! «para' probar' que' el'











ejemplos! lo! cumplan! [218]! y!para!que! sea!F! es! suficiente!uno!que!no! cumpla.!Al! integrar! las!RR
acciones! se!produce!una!BRacción! que!aprovecha!el!profesor!para!mencionarla! como! técnica!de!





[214]! Profesor:! Cómo! probarían! que! es! F! un!
enunciado.!





[219]! P:! Que! se! cumplan! todos! ¿verdad?! Es! algo!
exhaustivo.! Eso! que! están! haciendo! es! una! técnica!














[33]! Dada! la! falsedad! de! los! siguientes! afirmaciones! vamos! a!
encontrar! un! contraejemplo.! Para! todo! real! x' ,' x2' >' x! […]! x' …x2!
((Pva)).'
[36]!Existe!un!número!real!x,'x2'>x!tal!que.!!









En! relación! a! la! consigna! anterior,! no! se! incluye! el! diálogo! del! equipo!B! pero! en! su! producción!














todo' número' primo' es' par! en! [45].! A! partir! de! ahí! tienen! lugar! BRacciones! para! exhibir! como!
contraejemplos!el!3!y!el!5.!Además,!esta!consigna! se!caracteriza!porque!sólo!un!ejemplo!es!V! y!
cualquier!otro!constituye!un!contraejemplo!y!se!dan!cuenta!de!ello!(RRacción)!al!mencionar!que!los!
























contrario,! únicamente! el! 2! es! un! contraejemplo! y! cualquier! otro! primo! hace! V! la! proposición.!
Probablemente! esto! hace! que! algunos! se! concentren! en! buscar! cómo! hacer! que! el! 2! tenga! la!
forma! 2k+1! [51,! 57,! 59! y! 66]! y! otros! traten! de! convencerlos! (BRacciones)! de! que! es! un!
contraejemplo! [54,! 55,! 61! y! 67]! y! por! tanto! la! proposición! es! F.! En! el! registro! escrito! de! este!










[57]!Ah,!o! sea,!por!ejemplo! (! )!para!encontrar! [buscan! los!
intentos!escritos!en!sus!notas].!
[59]!Para!encontrar!p=2![muestran!acuerdo].!




























En! el! equipo!A! se! analiza! la! transcripción,! no! hemos! podido! seguir! las! ideas! en! el! orden! de! las!
intervenciones.!Al!escucharlo!repetidas!veces!se!percibe!que!se!siguen!tres!líneas!discursivas!y!que!
insistentemente! se! saltan! de! una! a! otra.! Las! líneas! son:! 1)! ensayar! con! diferentes! números,! 2)!










el! profesor! aclara! que! n! debe! ser! número! natural.! Mientras! tanto,! como! BRacciones,! ensayan!
evaluando! la! expresión! para! algunos! valores! (3,! 4,! 5,! 7)! y! obtienen! como! resultado! un! número!
primo.! Primero! atribuyen! este! hecho! a! que! prueban! con! primos! (3,! 5)! y! luego! evaluan! con! un!
número!que!no!sea!primo![80!y!82]!y!obtienen!el!mismo!resultado.!Intentan!encontrar!un!patrón!
basados!en!los!ejemplos,!o!patrón!basado!en!los!resultados!(ver!p.!26!de!este!documento!o!Harel!























[87]! 61! sí,! pero! para! contradecirlo,! hasta!
ahorita! está! siendo! verdad,! ¿encontramos! un!
ejemplo!que!no!sea!verdad?.!
[88]! 7' x7,' 49! [Interviene! el! maestro! para!




pero! si! encontramos! un! ejemplo! que! no! sea!
cierto!es!falso.'!
!
Siguen! buscando! un! contraejemplo! y! ensayan! (BRacciones)! con! otros! números! mostrando! su!





[102]! A! ver! dime! cualquier! número! Dulce,! pero! grande!
[contesta!que!144].!'









[118]!13,' 13! entre! los!números!primos! ¿verdad?!14,' 15,'
16,'17.!
[120]!Se!me!hace!que!este!sí!es!primo,!20921!es!primo.!Se!
[149]! A! ver! díganme! otros! números.! ¿Cuál!
más?![responde!otro!compañero]!El!15!el!16!el!
73.!!
[153]! ¿Cuál! me! dijo! Dulce?! 144,! ¿verdad?!
[apoyan!la!idea].!















basado!en! resultados!de! los!ejemplos! ! (RPG!ver!p.!26!y!Harel!2001,!p.!191).!Esto!se!ve!en! [122]!
donde!expresan!que!el!número!obtenido!de!n2+n! es! siempre!par! y! al! sumarle!41! resulta! impar.!
Este!patrón!lo!basan!en!los!ejemplos!encontrados!y!no!en!su!estructura.!Aunque!esta!conjetura!es!
cierta! y! es! sencillo! probarla! sustituyendo! n' por' la' expresión' de' números' pares' e' impares'
respectivamente' (2k'o'2k+1)'y! realizando! los!cálculos!algebraicos!correspondientes!para!ver!que!
n2+n! ! es! siempre! par,! no! lo! hacen.! Ensayan! también! sobre! la! paridad! vinculando! con! fuerza! la!
definición! de! número! primo! asociada! a! número! impar.! Esto! lo! vemos! en! [132,! 134]! cuando!
piensan! en! el! 2! como! no! primo! y! en! [137,138]! número! primo! lo! entienden! como! impar.! No!










[123]! Ajá! porque! un! impar! [n]! más! impar! es! par!
















[136]!Que! si!n=0! y! esto!decimos!que!es!2,! pero! es!
que! eso! no! nos! da! 2,! mira' 2' x' 2,' 4+2,' 6+' 41' ,' 47.!!!
Este!51,'53,'53!es!impar!es!primo.!!
[137]!Es!impar,!siempre.!!








[146]! 151! entre! 3,! ¡ah! chihuahua!! [otro!






[187]! Sí,! pues! sale! impar! porque! n2' más' n' es! par,!
más!41!y!41!es!impar.!!





















En! el! fragmento! es! díficil! darse! cuenta! que! en! el! equipo! A! intentan! generalizar! y! probar! por!
inducción!matemática,!sin!embargo!la!socialización!en!grupo!nos!ha!permitido!interpretarlo![241].!!
Las! BRacciones! percibidas! se! encaminan! a! probar! que! se! cumple! para! k+1,! aunque! no! hacen!
explícito!que!F(1)!cumple!con!ser!primo,!ni!exhiben!el!supuesto!de!que!F(k)!sea!primo.!Al!tratar!de!
probar!que!F(k+1)!es!primo!obtienen!de!n2+n+41!la!expresión!(k+1)2+k+1+41![194].!Al!manipular!la!
expresión!en! [202]!de!manera!separada! intentan!resolver! la!expresión!como!ecuación,! tomando!
primero!(k+1)2=0!y!encuentran!la!raíz!k=R1.!Luego,!de!esa!raíz,!cometiendo!otro!error,!la!sustituyen!
en!toda!la!expresión!(k+1)2+k+1+41!sin!tener!cuidado!de!los!signos!y!eso!los!conduce!a!encontrar!
el! 47! [204].! Finalmente! se! percibe! confusión! en! la! relación! entre! n' y! k! mezclando! ideas! y!

































raíz! como!k! vale! R1! [asienten! y! encuentran!que!k=R1!
es!raíz!de!k2+2k+1=0!dando!tratamiento!por!separado!
de!la!expresión!dada!en!194].!




[207]! k! los! resultados! de! las! raíces! [otro! alumno! se!
muestra!con!duda]!¿De!las!raíces?!
[209]!De!k.!O!sea,!es!para!generalizar.!

























Y! sus! conclusiones! a! manera! de! justificación! fueron:! A! «El! enunciado! es! V.! Porque! todos! los!
números!que!escogemos!al!aplicarles!n2+n+41!nos!da!un!número!primo».! B! !«Que! la!afirmación!
n2+n+41!para!n∈Ζ!es!V.!Porque!al!aplicarle!a!cada!número!natural!que!elegimos!y!sumarle!el!41!
nos!dio!un!primo».!




En! gran! grupo,! aunque! antes! habían! considerado! que! la! proposición! era! verdad,! en! [239]! un!
estudiante! se! muestra! consciente! (CRacción)' de! que! no! es! suficiente! el! número! de! casos!
verificados! para! que! sea! verdad.! También,! aún! cuando! un! alumno! afirma! que! se! demostró! por!




[235]! Profesor:! […]! Cómo! demostrar! la! V! o! F! de:! Para' todo' número' n,' se' tiene' que' n2+n+41' es' primo.!

















[252]! P:! No! siempre! ocurre.! Aunque! ocurra! en! muchos! casos.! Ahora! algo! importante! podría! ser!
preguntarnos!¿cuál!es!el!número!natural,!menor,!más!pequeño!donde!la!expresión!no!es!un!número!primo?!
Yo! les!he!dicho!41,! […]!¿habrá!otro!menor!que!41!para!el!que! la!expresión!nos!dé!un!número!no!primo?.!
[Usa!software!para!calcular]!Ahora!si! lo!hacemos!en!SWP!y! le!ponemos!FACTOR!al!número,!si!es!primo! lo!
muestra!igual!y!sino!pone!sus!factores.!Bueno!en!este!caso!aunque!ustedes!lo!hagan!para!muchos!ejemplos!
y!cumplan,![…]!es!falso!porque!ya!encontramos!uno![el!41].!Esto!es!muy!importante!porque!a!lo!largo!de!la!
historia! […]! se!han!planteado!muchas!preguntas,!así! se! trabaja!en!matemáticas.!Por!ejemplo!dicen!“a!ver!
creo! que! todos! estos! números! son! primos”! y! a! tratar! de! probarlo! con! diferentes! técnicas:! reducción! al!
absurdo,no;!de!manera!directa,no;!si!no!se!puede!probar!que!es!verdad!entonces!intentamos!probar!que!es!
falso! buscando! un! contraejemplo! o! un! ejemplo! donde! no! sea! verdad.! ! Entonces! se! pueden! pasar! siglos!
buscando.! [Menciona! a! detalle! la! conjetura! de! Goldbach! (cualquier! número' par' mayor' que' 2' se' puede'

































































En! [283]! se! observa! que! la! fuerte! asociación! de! números! primos! con! impares! los! conduce! a!BR




equivalencia! de! los! números! de! la! serie! con! los! números! al! prescindir! de! la! primera! cifra! (BR




























que!son! felices!y!deciden!aportar!dos! respuestas!al!número!que!sigue!en! la!serie.!La!primera!es!
que! «376' es' el' siguiente' porque' en' la' serie' son' números' felices' consecutivos' aparte' en' los' 2'
primeros'números'sus'2'últimos'dígitos'se'intercambian'313⇒331».!La!segunda!respuesta!es!que!
«379'es'primo'y'feliz,'es'el'que'sigue».!
Por! su!parte!el!grupo!B! caracterizan!a! los!números!de! la! serie!como! los!que!«están'entre'300'y'
400,' están' en' orden' ascendente,' los' dos' primeros' sus' dos' últimas' cifras' conmutan.' Que' son'
felices».!Y!que!el!número!que!sigue!es!el!«376'por'las'razones'anteriores».'!
!
Comparten! respuestas! generadas! en! cada! grupo! y! revisan! nuevamente! el! video,! dejando! que!







Además! debían! probar! que! 313,! 331! y! 367! son! números! primos! felices.! En! sus! repuestas!
observamos!que!no!tienen!ningún!problema!para!entender!la!definición!de!número!feliz.!En!esta!
parte!resultó!provechoso!el!uso!de!ejemplos!y!no!ejemplos!de!la!primera!sesión!de!esta!ingeniería!
didáctica,! como!estrategia!para! la! comprensión!de! la! representación!verbal!de! la!definición! (ver!




a! software! como! Scientific' Work' Place! y! según! el! profesor! conocían! una! instrucción! de! la!





A! 313' no' es' divisible' entre' ningún' número' primo' por' lo' tanto' es' primo.' 331' y' 367' que' los' dos' son'
primos,'ya'que'sólo'se'pueden'dividir'entre'ellos'mismos'y'la'unidad'aparte'son'felices.'












por! tanto! su! respuesta!previa! fue!376.! En! la!discusión! se! concluye!que!estos! criterios!no! serían!
suficientes!si!quisieran!encontrar!el!quinto!número!en!esa!serie.!!
!
Para! la!última!parte!el! profesor! les!pide!que!utilicen! la! calculadora!TI!Voyage,! Excel! o! cualquier!
otro!software!que! les!permita! realizar!un!programa!para!verificar!si!un!número!es! feliz,!es!decir!
que!construyan!una!función,!que!les!devuelva!la!suma!de!los!cuadrados!de!los!dígitos.!El!profesor!
cuestiona! cómo! podrían! hacerlo! y! los! estudiantes! mencionan! que! pueden! utilizar! la!
representación!de!un!número!considerando!la!posición!de!cada!una!de!sus!cifras.!También!que!se!
pueden!averiguar!cocientes!y!residuos!al!dividir!por!ejemplo!entre!10!o!100.!La!construcción!de!la!
definición! de! divisibilidad! realizada! anteriormente,! centrada! básicamente! en! ejemplos,! no!





trabajo! encontrar! una! fórmula! que! les! devuelva! la! suma! de! los! cuadrados! de! los! dígitos! de! un!
número!o!bien!realizar!un!programa!que!les!permita!verificar!si!un!número!es!feliz.!Se!les!sugiere!
utilizar!calculadora!para!programar!o!la!computadora!donde!disponen!de!diferente!software.!En!el!
equipo! A! deciden! utilizar! como! apoyo! el! software! de! Excel.! Al! principio! se! perciben! acciones!
simples!de!reconocimiento!de!los!conocimientos!a!emplear:!intentan!únicamente!dividir!entre!10!





[362]! Ahí! está! un! número! [en! la! celda! A3' al! [369]! Ajá,! al! cuadrado! porque! es! al! cuadrado.! Sí! era!!
! 247 
parecer!escribe!el!número!221].!
[364]! Posiciónate! en! otro! lugar! [barra! para!
ingresar! fórmulas]! Antes! tenías! que! poner!
paréntesis!¿no?!
[366]!¿No!es!punto!y!coma?!
[367]!Ah! sí,! paréntesis! entre!10' [(A3/10)]! [! otro!
















aislar!el!dígito!de! las! centenas.!En! [381]! se!vuelve!a!explicar!pasando!de! la!expresión!general!al!
ejemplo!particular! (número!221)!para! convencer!a!quien!aún!muestra!duda!y! luego!proceden!a!







paréntesis! y! luego! a! eso! hay! que! restarle! lo! que!
nos! dió! aquí! y! dividirlo! entre! 10! y! así! nos! va! a!
quedar!el!2![se!refiere!al!2!de!las!decenas!de!221!y!










[382]!Al! cuadrado!porque!acá! le! estábamos! sacando!
la! raíz! a! uno…! ah! no! aquí! lo! estábamos! elevando! al!






[385]! El! 2! al! cuadrado! nada! más! ponle! ahí! el!
paréntesis! //!Cierra!el! paréntesis! […]! Entre! y! luego…!
así.!!
[388]! Y! luego! ponle! entre! 10.! [otro! alumno]! ! Luego!
ciérralo!todo!entre!paréntesis!y!elévalo!al!cuadrado.!
[390]! […]! lo!que!estamos!viendo!aquí!es! restarle!por!
ejemplo! aquí! tenemos! 3! le! vamos! a! restar! 9! […]! Si!
tenemos!3! le! vamos!a! restar!9! [ensaya!otro!número!
para!entender].!Ah!ya!te!entendí.!Sí!es!cierto.!
!











[394]! A! ver…! con!minúsculas!…! sí! será! así.!Mejor!
hay!que!poner!todo!!así!¿????!
[395]!No! pues,! ! pero! cual,! quítale! el! sqrt! y! luego!










[396]! Ajá! y! luego! le! vamos! a! poner! residuo! otra!
vez!y!luego!entre!paréntesis!//![Residuo]!de!A3.'
[398]! Paréntesis! …! abre! un! paréntesis! y! luego!
abre.!Ponle!A3,!punto!y!coma.!Punto!y!coma,!10.'
[399]! No,! sí! porque! aquí! esta! el! otro! paréntesis.!
No! pero! este! entre! 10.! No,! es! que! ya! está! todo!
entre!10.!
[400]!Mira!no!aquí!falta!un!paréntesis.!
punto! y! coma,!100,'más!menos! residuo!A3,! punto! y!
coma,!10,!un!2!entre!10,!nos!falta!1…!aquí!no!se!está!
agregando!el!paréntesis![revisa!los!paréntesis].!
[406]! Ahí! ¿por! qué! se! me! hace! que! nos! faltó?,…! ,!
sobra!un!paréntesis!de!este!lado.!
[408]!Este![paréntesis]!verde!va!con!este,!este!va!con!







residuo!sería!el!mismo!número!por!ser!de!3!cifras!y!a!eso! tendrían!que!restarle!el! residuo!de! la!
división! del! número! entre! 100,! es! decir,! los! dos! últimos! dígitos! [412B413].! Estas! acciones! los!












































[hasta! el! momento! sólo! tienen! la! primera! suma! del!
cuadrado!de!los!dígitos].!
[428]! Y! luego! acá! ponle! ese.!Que! sería! eso!mismo! igual!
![446]! 387' [verifican].! Se! cicla! no! sirve.! [otro!
alumno]! 377! Ah! pues! en! ese! caso! eeeh….es!
número!feliz.!







[430]!No! a! este! (…)!A3! y! luego! aquí! vendría! siendo! (….)!


















[442]! [se! muestran! contentos! con! la! tarea]! A! ver! (…)!
bueno.!Pues!ahí!está!igual!(…)!el!10'el!100'se!cicla.!
[443]! Dime! un! número! Dulce! [responde]! Mmm! el! 337'
[verifica]!Está!ciclado!Dulce.!Ese!no!sirve.!
[454]! [Propone! el! 376]! Ooohh! [Risas]! órale!







[459]!Pero!porque! si! el!313! sí! es.!Ah!no!nada!
más!que!aquí!son!2!treces!aaaaahhh.!




[464]! Ajá….! A! ver.! Vamos! a! ver! otra!
combinación!más!acá.!























Figura 45. Muestra del trabajo realizado en Excel 
por el equipo A#
!
Para!la!Hoja!5!de!la!ingeniería!fueron!necesarias!
dos! sesiones! de! poco!más! de! una! hora! y! para!
finalizar! se! les! solicitó! que! explicaran! de! la!
manera!más!organizada!posible:!
Para' demostrar' la' verdad' o' falsedad' de' una'








B!Cuando'encontramos'al'menos'un'elemento'que'no'cumpla' la'o' las'condiciones'que'se' tienen'en'el'
enunciado.'(Para'demostrar'que'es'F)'Para'demostrar'que'es'V'no'es'suficiente'con'mostrar'que'sólo'un'
elemento'cumpla'con'la'condición.'
4.5 Análisis del bloque III: Métodos directos de demostración  
#
En! este! apartado! se! realiza! el! análisis! de! cómo! se! desarrolla! la! noción! de! pregunta! clave! como!
estrategia! para! derivar! enunciados! verdaderos! a! partir! de! la! extracción! de! significado! de! la!
información! disponible! hasta! el!momento! (estrategia! de! avance),! o! bien! tomando! en! cuenta! la!
información!que!necesito!tener!para!llegar!a!la!conclusión!(estrategia!de!retroceso).!!En!esta!parte!
veremos! cómo! los! estudiantes! hacen! uso! de! los! tópicos! abordados! en! el! bloque! II,! tales! como:!
definiciones,!conectivos!lógicos,!estructura!de!las!implicaciones!y!papel!condicional!de!la!hipótesis,!!












ilustran! el! método! directo! de! demostración! y! los! elementos! implicados! en! dicho! método:!
pregunta'clave,'proceso'avanzar'y'proceso' retroceder.! Señala! la! importancia!de! identificar!como!










Primero! se! asegura! que! los! estudiantes! entiendan! el! lenguaje,! el! manejo! adecuado! de! las!
definiciones,!esto!es,!que:!!para'a'y'b'enteros,'decimos'que'a'divide'a'b'si'existe'un'entero'q'tal'que'
aq=b.'Si'a'divide'a'b,' se'escribe'a%b,' y'decimos'que'a'es' factor' de'b,' y'que'b'es'divisible' por'a.'
También,! como! vemos! en! la! tabla! 38,! para! un! análisis! de! la! demostración! se! determinan! los!
elementos!que!componen!el!enunciado!a!probar,! se!proponen! las!preguntas!claves!adecuadas!y!


























(que! hemos! adoptado! en! este! trabajo! para! el! análisis! de! la! construcción! del! conocimiento).! Tal!
identificación!se!sugiere,!considerando!que!las!RRacciones!se!dan!al!reconocer!la!información!que!
se!supone!cierta!así!como! las!definiciones!y!conceptos! implicados,! las!BRacciones! surgen!a!partir!
del! enunciado,! por! extracción! de! su! significado,! o! cuando! se! realizan! cálculos,! para! obtener!
deducciones! y! comprender! el! significado! que! tiene! demostrar! el! enunciado,! para! finalmente!
construir! la! demostración! solicitada! y! organizarla! (CRacción).! La! CRacción! se! da! una! vez! que!
consideran!el!enunciado!de!la!proposición!y!su!demostración!como!una!unidad.!La!segunda!C#en!el!
método!RBCBC,!representa!las!acciones!de!consolidación!que!ocurren!cuando!el!aprendiz!es!capaz!
de! presentar! una! versión! condensada! y/o! elegante! de! la! demostración,! cuando! es! capaz! de!
generar!otras!maneras!de!demostrar!el!mismo!hecho,!utiliza!el! lenguaje!matemático!de!manera!
apropiada! y! finalmente! utiliza! la! proposición! con! su! demostración! como! una! unidad! para! la!
construcción! y! demostración! de! nuevas! proposiciones! o! bien! para! la! resolución! de! problemas.!
Cabe!mencionar!que!cuando!se!divide!la!tarea!en!subtareas,!una!vez!concretada!cada!subtarea,!su!
verbalización!o!registro!escrito!constituye!la'CRacción!asociada!a!la!subtarea.!
Retomando! el! análisis! de! lo! ocurrido! durante! la! sesión! 6,! una! vez! aclarado! el!método! a! seguir!
mediante! el! ejercicio! propuesto! y! resuelto! en! grupo! con! ayuda!del! profesor! para!demostrar! las!
proposiciones,! la!tarea!que!deben!enfrentar! los!alumnos!es!probar! la!proposición:!Si'el'triángulo'
rectángulo'XYZ'con'catetos'de'longitudes'x'e'y'e'hipotenusa'de'longitud'z'tiene'área'z2/4,'entonces'
el'triángulo'XYZ'es'isósceles.!
Para! seguir! la! dinámica! de! los! ejemplos! mostrados! anteriormente,! primero! hay! que! tener! en!
cuenta! que! los! alumnos! interactúan! en! pequeño! grupo.! Concretamente! a! continuación!
describimos!la!interacción!en!el!equipo!A.!Los!alumnos!recuerdan!(RRacciones)!las!definiciones!de!
triángulo!rectángulo![2,!3,!9,!10!y!11],!de!triángulo!isósceles![4,!5!y!6].!También!encontramos!una!




























construcción! de! las! definiciones! de! los! elementos! involucrados! en! la! proposición.! Aunque! en! la!
transcripción!anterior! sólo!se!ha!considerado! la!discusión!dentro!del!equipo!A,!en!el! registro!de!
respuestas!incluimos!tanto!al!equipo!A!como!al!B.!!
En! cuanto! de! las! definiciones,! en! el! equipo! B! se! percibe! un! gran! cuidado! en! su! manejo.! Por!
ejemplo!mientras! que! el! equipo!A! considera! la! hipotenusa! (que! confunden! con! un! cateto! [11])!




Triángulo! rectángulo:! A!Es'un' triángulo'que' tiene'un'ángulo'de'90º' ' B! ' Es'una' figura'geométrica' cerrada'
formada'por'3'segmentos'de'recta'de'los'cuales'2'forman'un'ángulo'recto'







A! continuación,! para! realizar! un! análisis! de! la! demostración,! se! les! pide! que! determinen! los!













En! el! siguiente! fragmento,! mediante! RRacciones! conciben! al! triángulo! equilátero! como! caso!
particular! del! isósceles! [27B28].! Este!hecho! lo! encontramos!en! la! discusión!de! la! primera! sesión!













de! estas!RRacciones! la! información! conveniente.! Primero! al! tratarse! de! un! triángulo! rectángulo!
[33]!usan!el!teorema!de!Pitágoras!en!una!BRacción!para!expresar!el!cuadrado!de!la!longitud!de!la!
hipotenusa! [z2]!en! función!de! los! catetos!y,!posteriormente,! sustituyen!ese!valor!en!el!área!que!






[31]! Okay! ya,! queremos! probar! que! estos! dos!
[catetos]!son!iguales.!
[32]!¿Cómo!se!saca!el!área?!
[33]!Mira.! La! hipotenusa! al! cuadrado! es! igual! a! [la!
suma!de!los]!cuadrado[s]!de!los!catetos,! luego!área!
igual!a!x'cuadrada!más!y'cuadrada!sobre!4.!
[34]! Sí.! A! ver.! Entonces! que! …! como! tenemos! z!
cuadrada! que! es! la! hipotenusa! al! cuadrado! y'es! la!









que! es! el! cateto! x.! Entonces! digamos! que! x,! base,!
por!altura!y,!sería!x!por!y'sobre!dos!y!esto!tiene!que!
ser!igual!a!z!cuadrada!sobre!4.!
[39]! !No! importa! si! es! base!y! por! x! ¿no?! También,!
esto!es!igual!a!z!cuadrada!entre!4.!!
!
Luego! encadenando! BRacciones! obtienen! la! equivalencia! xy/2=(x2+y2)/4,! ! simplifican! en! [40]!
obteniendo! xy=(x2+y2)/2.! Al! transformar! la! igualdad! anterior! en! 2xy=x2+y2
'
[46B50]! los! alumnos,!
mediante! BRacciones! deducen! que! para! que! sea! posible! se! debe! dar! que! x=y! en! cuyo! caso! la!
igualdad! quedaría!2x2=2x2.! En! [58]! observamos! la!BRacción! que,! aunque! no! aparece! de!manera!






























Al! no! ser! transparentes! los! razonamientos! de! sus! compañeros,! un! estudiante! [59]! expresa! la!
necesidad! de! un! ejemplo! específico! para! verificar! la! validez! del! argumento! (RRacción).! Como!
respuesta!en!forma!de!BRacciones![60B62]!le!plantean!un!ejemplo!con!y=4,!con!lo!que!–x2+8xR16=0!!
y!por!tanto!debe!ser!también!x=4.!Sin!embargo!esto!no!resulta!claro!para!él![53]!por!el!manejo!de!
los!signos.! Intenta!una!BRacción!para! formular!una!explicación!sustituyendo!nuevamente!4!en! la!











































[83]! Algo! estamos! haciendo!mal! ahí.! Sí,! ¿no?!…! cuyos!
catetos!son!x'y!y'[revisa].!
[84]!Entonces!el!área!está!definida!x'por!y!sobre!dos!y!
esto! es! igual! a! z! cuadrada! sobre! 4,! ¿no?! [asienten].!
































































A' Dado' que' tenemos' el' triángulo' rectángulo' XYZ' entonces' su' área' está' definida' por' xy/2=' z2/4' y' por'
definición' del'!' rectángulo' sabemos' que' z2'=x2+y2' entonces' zz/4=(x2+y2)/4' entonces' xy/2=(x2+y2)/4' luego'
xy=(x2+y2)/2'despejamos'x2+y2'y'tenemos'2xy=x2+y2'volvemos'a'despejar'y'nos'da'0='x2R2xy+y2'lo'que'es'igual'
a'(xRy)2=0'y'para'que'esto'se'cumpla'xRy=0'∴y=x.'






pregunta! abstracta! obtenida! al! cuestionarse! cómo! se! puede! probar! que! un! enunciado! dado! es!
verdadero.! La! pregunta! se! formula! haciendo! referencia! a! sus! conocimientos! generales! sobre! el!
objeto!o!concepto!eliminando!detalles! irrelevantes!(como!etiquetas,!ecuaciones!específicas,!etc).!
Por! ejemplo! si! se! trata! de! probar! que! un! determinado! triángulo!ABC! es! isósceles,! la! pregunta!
puede! ser! ¿cómo! puedo! saber! que! un! triángulo! es! isósceles?! es! decir,! se! hace! referencia! a!






Después! de! una! explicación! previa! se! les! presentan! las! siguientes! cuestiones! con! las! que! se!
pretende!lograr!que!manejen!la!idea!de!pregunta!clave:!










su! decisión.! Inicialmente,! intentan! analizar! las! opciones,! pero! deciden! estudiar! previamente! el!
enunciado! tratando!de! identificar!hipótesis! y! conclusión! (RRacciones)! [92B95].! Posteriormente! se!
aprecia!como!la!interacción!entre!ellos!permite!una!aproximación!a!la!comprensión!del!problema.!
Así! se! producen! ciertas!BRacciones! [97! y! 99]! en! las! que! el! uso! de! lenguaje! apropiado! juega! un!
papel!determinante.!Por!ejemplo,!en![97]!no!se!considera!el!valor!máximo!que!toma!Rx2+2x+1.!En!
su! lugar!se!plantean!sacar!el!valor!máximo!de!x;!aunque!finalmente!se!dan!cuenta!de!su!error!y!
buscan!el!mayor!valor!en!el!eje!y! [99].!Entienden!y!como! la! imagen!de!x! según! la! ley! Rx2+2x+1!y!






[91]! Cuál! sería! la! pregunta! que! ustedes!
verían.!
[92]! Bueno! primero! aquí! cuál! sería!
[95]!No,!P!sí!es!que:!x'es!número!real.!Acuérdate!que!Q!es! lo!
que!está!después!del!entonces.!
[97]! Bueno! sí! se! entiende,! entonces! que! vendría!
preguntándonos,!¿cómo!sacar!el!valor!máximo!de!x?!!





















acciones! centradas! en! determinar! la! equivalencia! de! b),! d)! y! a).! Dado! que! Rx2+2' x' +' 1' es! un!
polinomio,!de!grado!2,!se!dan!cuenta!que!se!puede!considerar!función!cuadrática!y!que!también!
es! una! parábola! [118].! Consideran! que! a)! es! equivalente! a! b)! y! d)! analizando! el! orden! de! los!
términos!que!forman!parte!de!cada!pregunta![106]!y!tienen!en!cuenta!el!tipo!de!desigualdades!(en!
a)! es!menor!o! igual! y! en!b)! y!d)!mayor!o! igual)! y! el! tipo!de!números!que! se!están! comparando!
[112].! Hasta! ahora! no! se! discute! acerca! de! la! opción! c),! sólo! se!menciona! [106]! que! puede! ser!








un! número! es! menor! o! igual! que! el! valor! máximo! de! un!
polinomio.!!





[107]! Como! pueden! probar! que! el! valor! máximo! de! la!
función!esta!es!mayor!o!igual!que!un!número.!
[108]! Esta! y! esta! es! la! misma! pregunta! y! solamente! nos!







[111]! Sí! verdad! como! que! estas! dos! no! nos!
servirían! de! mucho! porque! este! sí! me! está!




[113]! Cómo! pueden! probar! que! un! número!
es!menor!o!igual!que!este!número.!!
[117]!Cómo! !probar!que!el!valor!máximo!de!!







que!era!el! propósito!de! la! actividad,! están! interesados!en! cómo!probar! la!proposición.! ! En!este!
sentido!emprenden! tanto!RRacciones! para! reconocer! los! elementos!disponibles! [120,132],! cómo!
para! reconocer! la!proposición!a!probar! [133,134]!y!para! identificar! cuál!pregunta! los!ayudaría!a!
avanzar![123,129].!!
!
[120]! Tenemos! las! propiedades! de! una!
parábola,!el!cálculo!del!vértice.!
[123]! Cómo! pueden! probar! que! el! valor!
máximo! de! una! parábola,! el! valor!máximo!
[130]!Ajá,! sí!podemos!demostrar!que!muchos!números! son!
menores!que!este.!!














Mediante! algunas!RRacciones' [135B145]! buscan! elementos! comunes! de! las! preguntas! clave,! por!
ejemplo! [135]! se! fijan! en! el! signo! “mayor! o! igual”! para! expresar! que! a)! y! c)! se! parecen! en! el!
sentido!de! la!desigualdad,! indican!que!b)!y!d)!comparten!el!signo!“menor! igual”![136],! tratan!de!






bajo! este! argumento! no! consideran! que! en! b)! y! d)! tampoco! aparece! la! función! de! manera!







[135]!En! la!primera!y!en! la! c!me!están!diciendo!










[137]! Y! yo! puedo! demostrar! que! es! menor! o!
igual.!Pero!no!me!está!sirviendo!para!decir!sí!es!





[140]!Ajá! igual!que!en!el!a)! !que!me!están!diciendo! lo!
mismo![asienten].!
[141]! Ajá,! es!menor! que! ese.! [En! b)! número!menor! o!
igual! que! el]! Máximo! de! la! parábola,! [en! d)! número!
menor! o! igual! que! el! valor! máximo! de! la]! la! función!
cuadrática.!




[145]! Ajá! //! Porque! nos! está! preguntando! el! valor!
máximo! de! una! parábola! cualquiera.! Para! lo! cual!
necesitamos!una!función!y!en!este!caso!no!la!tenemos.!
En!los!incisos!b,'c!y!d!si!tenemos!las!herramientas!para!
sacar! los! valores! que! nos! piden! sí! ¿no?! [asienten! y!
descartan!a].!
!
!En! ese! momento! interviene! el! profesor! retomando! sólo! este! último! ejercicio! interpretando! la!
“pregunta! clave”,! de! forma! diferente! a! como! estaba! planificado,! sin! considerarla! como! algo!





esa! sería! una! pista.! Por! dónde! debo! ir.! Por! ejemplo,! ¿cómo!
pueden!probar!que!el!valor!máximo!de!la!función!Bx2'+2x+1!es!
[149]!As:!En!el!a)!me!dice!lo!mismo.!










[153]! As:! Sí,! sólo! que! ahora! es! de! allá!











en![163]!el!profesor!expresa! la!necesidad!de!tener!expresada!la!función.! !Esto!último!nos! lleva!a!
concluir!que!al! requerir! información!específica!el!profesor!entiende! la!pregunta!clave!como!que!








si!nos! fijamos!en! los!objetos,!podemos!ver! las!
diferencias:! parábola,! polinomio,! menos! x!
cuadrada! …! en! específico! la! función,! función!
cuadrática.! Por! ejemplo! el! del! polinomio,! me!





















[165]! P:! Bueno,! quiero! que! ustedes! lo! expliquen! ahí.!




[167]! P:! Pero! la! parábola! no! me! dice! nada.! Bueno!
expliquen!con!sus!propias!palabras.!
[168]!As:!Como!nos!está!preguntando!para!una!parábola,!
entonces! necesitamos! tener! definida! la! función.!
[Escriben!y!repiten]!Para!lo!cual!necesitamos!la!función.!!
[170]! As:! En! este! caso,! pues! ya! [antes! lo! habían!
manifestado],! en! los! incisos! b,' c! y! d! sí! tenemos! las!
herramientas!necesarias!para!probar!ahí.!!!!
!!!
En! las! respuestas! que! aparecen! en! la! tabla! 42,! ambos! equipos! coinciden! y! su! argumento! es! la!
necesidad!de!información!específica,!es!decir,!la!expresión!de!la!parábola!.!Sin!embargo!bajo!este!
argumento! no! consideran! que! b)! y! d)! tampoco!muestran! la! función! explícita.! En! la! interacción!
hemos! apreciado! RRacciones! tanto! durante! el! proceso! de! reconocimiento! de! ! elementos,!





A! Es' la' pregunta' incorrecta' a' porque' nos' está' pidiendo' el' valor' máximo' de' la' parábola' para' la' cual'
necesitamos'la'función'y'en'este'caso'no'la'tenemos.'Y'para'los'incisos'b,'c'y'd'sí'tenemos'datos'suficientes'
para'probar'lo'que'nos'pide.!




con! la!siguiente!parte.!Dado!que!el!audio!de! la!grabación!fue!mejor!en!el!equipo!B!el!se! incluye!
análisis!de!las!transcripciones!de!este!otro!equipo.!!






comprensión! de! lo! que! desean! probar! [2B4].! Hay! un! estudiante! que! pone! atención! en! que! la!
pregunta! clave! no! tenga! información! específica! ni! símbolos! y! eso! ayuda! a! concretar!BRacciones!
para! enunciar,! en! una! CRacción! [8],! de! manera! correcta! la! pregunta! clave! ¿cómo! ver! que! un!





























el! extracto! anterior! formularon! la! pregunta! ¿cómo! probar! que! un! número! es! par?! [8]! y! su!
respuesta![13]!es!si!el!número!en!módulo!2!es!cero.!En!este!momento![31]!mediante!una!CRacción!
[31]!se!preguntan!¿cómo!probar!que!n!cuadrada![un!número]!módulo!2!es!cero?.!Aunque!aún!no!
construyen! las! preguntas! de! forma! abstracta,! esto! puede! considerarse! un! indicador! de! una! CR









































Observando! la! tabla!43,!en!el! caso!del!equipo!A!encontramos!una!pregunta!clave!que! reúne! las!
características!de!no!contener!información!simbólica,!ni!específica,!¿qué!es!un!entero!par?,!vemos!
que! se! construye! a! partir! de! la! hipótesis! para! dar! un! paso! en! el! proceso! de! avance' de! la!
demostración,!es!decir!buscan!extraer! información!relevante!de!los!elementos!que!conforman!la!








clara! la! forma!en!que!se!ha!definido!pregunta!clave,!en!el! sentido!de!sugerir!que!sea!abstracta,!
que!no!contenga!símbolos!e!información!específica!del!problema.!Esto!se!hizo!así!con!la!intención!
de!que!no! transcribieran! símbolos! sin!una! comprensión!de! los!diferentes!elementos!puestos!en!
juego! y! de! los! conocimientos! de! resultados! previos! que! tienen! los! estudiantes.! Además! estos!
elementos!(definiciones,!proposiciones,!propiedades,!etc)!se!suelen!escribir!en!general!!y!por!esa!
razón! tratar! de! formular! preguntas! abstractas! se! considera! que! puede! ayudar! a! encontrar! la!
información!necesaria!para!la!demostración.!Sin!embargo,!el!ejercicio!de!búsqueda!de!preguntas!y!
respuestas!que!puedan!ayudar!a!extraer!y!derivar!información!para!construir! las!demostraciones!




satisface' R3n2+2n+8=0,' entonces' 2n2R3n=2.'Durante! la! interacción! en! el! equipo! B,! encontramos!
que,! al! igual! que! antes,! ponen! cuidado! en! tratar! de! reconocer! (RRacciones)! los! elementos! que!
conforman!la!proposición,!así!como!su!función![33].!También!es!interesante!notar!que!un!alumno!
es!consciente!de!que!ha!cometido!el!error!de!negación!del!antecedente![33],!lo!que!constituye!una!





















En! el! siguiente! fragmento! se! aprecia! como!el! equipo! se! enfoca! en!una!nueva! estrategia,! sumar!
ambos!polinomios!y!dar!por!hecho!que!la!proposición!es!válida,!es!decir,!su!razonamiento!se!basa!
en!que!si!se!tiene!la!raíz!entera!del!polinomio!–3n2+2n+8'y!es!raíz!también!de!2n2R3nR2!entonces!lo!
será! de! un! tercer! polinomio! que! es! la! suma.! Aunque! con! esto! se! desvían! de! la! tarea! que! es!
encontrar!preguntas!clave!que!los!apoye!a!la!demostración,!hay!que!reconocer!que!se!encuentran!
ya! inmersos! en! la! actividad! de! la! demostración! y! sin! darse! cuenta! están! generando! conjeturas!

























Más!que!plantear!una!pregunta! clave!por!ejemplo,! ¿cómo!encontrar!un!entero!que! sea! raíz!del!
polinomio!R3n2+2n+8'o!que!satisfaga!la!ecuación!R3n2+2n+8=0?!los!estudiantes!están!enfocados!en!
dar! respuesta! a! la! pregunta! clave.! Esto! se! aprecia! en! BRacciones! [52,! 55]! con! las! que! han!
encontrado! las! soluciones! 2! y! 4/3! factorizando! la! expresión.! Tienen! necesidad! de! verificar! su!
validez! [56]! y! se! dan! cuenta! que! 2! satisface! ambas! ecuaciones,! sin! embargo! 4/3! únicamente!
satisface!la!primera!ecuación,!sin!tener!en!cuenta!que!en!la!hipótesis!se!hace!referencia!a!solución!
entera.! Finalmente! expresan! en! una! CRacción! que! la! pregunta! clave! sería,! “¿cómo! pueden!









[55]! A! menos! que! sea! …! sí! ! es! 2' ! y! ! R4/3! [encuentra! las!
[61]!De!hecho!a!ninguna.!
[62]!¿Cómo!no?!Esta!sí!la!satisface!!el!!B4/3.!











[60]! ¡Ay! pues! sí!! pero! salen! dos! raíces! el! 2! y! el! R4' /3!!





[67]! Cómo! le! pongo! a! cómo! probar! que! el!




[69]! Sí! y! aquí! qué! pregunta.! A! ver! pero! la!
pregunta! clave! cómo! pueden! encontrar! un!
entero!que!satisface!la!ecuación.!
!
Aunque! sólo! hemos! seguido! la! interacción! en! el! equipo!B,! en! la! tabla! 44! se! incluye! también! al!


















En! la! interacción!del! equipo!B,! en! relación! a! las! opciones! a),! b)! y! c)! ! podemos!observar! que! es!
inmediato! considerarlas! como! respuesta! correcta.! Además! b)! y! c)! de! manera! inmediata! las!
encuentran!equivalentes!y!muy!obvias!como!un!camino!para!probar!que!dos!rectas!son!paralelas.!
Es! de! destacar! que! aunque! el! concepto! de! rectas! perpendiculares! se! estudia! en! primaria! y!
secundaria,! los!alumnos!vinculan!este!concepto!con!el!plano!cartesiano.!Omitimos!esta!parte!del!
diálogo! considerando! que! no! se! pierden! los! aspectos! relevantes.! ! Una! vez! descartadas! las!
respuestas!correctas,!la!discusión!se!centra!en!explorar!la!opción!d)!para!lo!que!activan!BRacciones!
cuando!analizan!como!ejemplo!crítico!de!cuadrilátero!un!trapecio![83,84].!Durante!la! interacción!
discuten!acerca!de! considerar! los! lados!paralelos!del! trapecio! [85,123],! pero!manifiestan!una!CR
acción!cuando!expresan!que!el!trapecio!es!un!contraejemplo![137,!139,!140]!al!tener!dos!lados!no!




















































En! la! siguiente! consigna! se! solicita! a! los! pequeños! grupos! que!para' cada' una' de' las' preguntas'
clave,'elaboren'una'lista'con'al'menos'tres'respuestas.#
Para! encontrar! respuestas! a! la! pregunta! ¿Cómo! se! puede! probar! que! dos! números! reales! son!
iguales?! El! equipo! B! discute,! en! forma! de! BRacciones,! inicialmente! sobre! si! igualdad! del! valor!
absoluto!al!cuadrado!de!los!números!implica!la!igualdad!de!números!aunque!lo!desechan!con!un!




percibir! de! manera! implícita! RRacciones! al! discutir! sobre! operaciones! básicas,! que! se! van!
entrelazando! para! conformar! BRacciones! que! derivan! en! CRacciones.! De! la! misma! manera!
muestran! BRacciones! cuando! utilizan! la! sustracción,! y! llegan! a! una' CRacción! al! decir! que! dos!
números!son!iguales!si!su!diferencia!es!0![170B174].!La!posibilidad!de!discutir!en!el!grupo!permite!
corregir! algunos! errores! derivados!de!querer! entrelazar! de!manera!directa! la! acción!previa.! Por!
ejemplo,!mientras!se!discute!que!la!igualdad!se!deduce!de!que!la!resta!de!los!números!es!0![171],!

















































El! juego! con! las! operaciones! los! conduce! a! BRacciones! que! significan! un! conocimiento! más!
sofisticado!y!proponen,!en!el!contexto!de!funciones,!que!si!f!es!función!y!las!imágenes!de!a!y!b'son!
iguales! deben! provenir! de! preBimágenes! iguales,! es! decir! a=b.! ! Esta! BRacción! muestra! un!
conocimiento! superior! y! vemos! como! de! una! pregunta! en! apariencia! muy! sencilla! van!




propone! [180].! En! esta! parte! podemos! destacar! la! importancia! de! seguir! las! interacciones! en!
equipos,! puesto! que! la! mayoría! del! conocimiento! que! se! va! generando! no! se! reporta! en! los!
















Finalmente,! en! la! tabla! 46! del! escrito! de! los! equipos,! no! se! plasma! todo! lo! ocurrido! durante! la!
interacción!del!equipo!B.!En!relación!al!equipo!A!aparecen!también!algunas! ideas!surgidas!en! la!












poco! a! poco! los! alumnos! demandan!mayor! explicación! y! argumentación! dentro! de! los! equipos!
[193]!o!plantean!un!contraejemplo!(BRacción!en!este!caso)![195]!que!hace!que!abandonen!la!idea,!
exhibiendo! con! ello! una! CRacción! de! consolidación! vinculada! al! manejo! de! ejemplos! y!
contraejemplos.! Se!observa!una!CRacción! al!mencionar!que! la! cardinalidad!es!necesaria!pero!no!
suficiente! puesto! que! se! requiere! que! sean! iguales! los! elementos! [201].! Otras! BRacciones! de!





























formas! de! demostrarlo! recurriendo! a! las! operaciones! de! unión! e! intersección! de! conjuntos.! El!
equipo!B,! como! antes! apreciamos! en! la! interacción,! se! centran! en! la! existencia! de! una! función!
biyectiva!(aunque!ellos!sólo!mencionan!la!inyectividad)!y!en!la!noción!de!subconjunto.!!!
Es! interesante! como! la! interacción! en! pequeños! grupos! permite! que! los! estudiantes! se! sientan!
cómodos!explorando!diferentes!estrategias!y,!al!no!sentir!miedo!al!error,!se!expresan!libremente,!













(RRacciones)! de! los! objetos! y! conceptos! involucrados! con! el! propósito! de! comprender! los!
enunciados,! y! extraer! significado! e! información! de! las! definiciones! acordadas! [244B246].! Las!
interacciones!permiten!establecer!conexiones,!aún!cuando!conduzcan!a!un!error![254!y!256],!pero!
al! discutirlas! son! refinadas! por! otros! compañeros! [255! y! 257]! emprendiendo! BRacciones! que!

































oportunidad! para! discutir! en! grupo! una! nueva! cuestión:! ¿en! una! circunferencia! los! triángulos!
[rectángulos/equiláteros/escalenos,! isósceles]! formados! por! tres! puntos! sobre! ella! son! siempre!
iguales?! La! discusión! permitiría! explorar! y! esperar! algunos! contraejemplos! para! obtener! la!
respuesta.!Transmitiendo!la!idea!de!que!las!respuestas!erróneas!pueden!darse!oportunidades!de!

















que!están! tomando!el!enunciado!como!una!proposición!y!no!como! la!hipótesis.! Intentan!buscar!
qué!es! lo!que!hay!que!demostrar!pensando!en!que!encontrar!una!x!que!satisfaga! la!desigualdad!
sea! conclusión! [221]! usando! como! hipótesis! que! x! es! número! real! [222]! y! tratando! de! extraer!
información.!Ensayan!BRacciones!con!diferentes!números!y!no!encuentran!valores!que!satisfagan!
la!desigualdad.!Deciden!entonces!resolver!la!ecuación!cuadrática!y!encuentran!como!soluciones!2!
y! 1.! Sustituyen! esos! valores! y! otros! lo! que! constituye! una!CRacción! [224]! y! deciden! que! no! hay!
números!que!satisfagan!la!desigualdad.!En!esta!parte!observamos!que!tienden!a!buscar!ejemplos!





































Los! registros!en! la! tabla!49,!evidencian!que!en!ambos!equipos! conciben! R∞' y'∞'como!extremos!
incluidos!de!los!números!reales!(![!]!y!≤).!Ambos!encuentran!la!solución!de!la!ecuación!de!segundo!
grado! (por!métodos!distintos)! y,! como!antes! vimos,! en! el! equipo!A! después! de! la! búsqueda!de!





la!hipótesis! se!debe!cumplir!que! (xR2)(xR1)<0.!Para!que!eso! suceda!uno!de! los! factores!debe! ser!
positivo!y!el!otro!negativo.!Esto!les!conduce!a!la!respuesta!b)!y!c)!y!ahí!detienen!su!búsqueda.!Es!




completa.! Aunque! no! seguimos! la! interacción! en! este! equipo! podemos! encontrar! acciones! de!
consolidación! del! papel! de! la! hipótesis! y! del! método! avance! retroceso.! Lo! observado! en! su!
producción! escrita! nos! remite! a! una! interesante! cita! acerca! de! una! directriz! para! elucidar! el!
pensamiento! de! los! estudiantes:! no! asumir! que! una! respuesta! incorrecta! es! incorrecta! o! una!




























visualizar! el! sen' X! directamente! en! el!
triángulo,! los! conduce! a! establecer! la!
conexión! con! la! función! seno! en! el! círculo!





realizaron! en! las! primeras! tareas! de! la! hoja! y! se! centran! en! el! reconocimiento! (RRacciones)! de!
cómo! obtuvieron! las! deducciones! para! emprender! BRacciones! qué! les! permita! avanzar! en! la!
deducción!de!nuevos!hechos.!Continúan!de!manera!errónea!pensando!que!sen'x!es!1! [297B299]!
pero! durante! la! discusión,! un! estudiante! parece! no! entender! exactamente! lo! que! dice! su!
compañero! y! les! hace! pensar! en! el! seno! como! la! razón! del! cateto! opuesto! entre! la! hipotenusa!




se! van! deduciendo.! Por! ejemplo! en! esta! se!me!




































se! conforma! como! la! “noción! de! deducción”! dejando! de! lado! su! noción! paramatemática! en! el!




Posteriormente! pasan! a! realizar! deducciones! a! partir! del! enunciado:! el' rectángulo' ABCD' es' un'
cuadrado,! omitimos! la! transcripción! pero! observamos! que! rápidamente! realizan! deducciones! y!




































Continuando! con! la! idea! de! que! constituye! una! proposición,! intentan! una! representación!


































































omiten!que!x!es!entero,!esto! tiene! lugar!en! la! interacción)!a!partir!del!enunciado! tomado!como!
hipótesis.! No! obstante,! en! el! diálogo! se! puede! apreciar! que! toman! el! enunciado! como! una!














[415]! Profesor:! A! ver! en! reforzar! la! idea! de! deducción,! sí!
queda! claro.! Tienen! enunciados,! pero! en! realidad! no! les!
están! pidiendo! que! demuestren! eso,! sino! a! partir! de! ahí!
que!pueden!deducir.! […]!me!explico,! son!hipótesis,! no! les!










[418]! As:! Bueno,! si! le! ponemos! nombres! ! a!
los! lados,!puede!ser!que!el! lado!de!allá,!por!





[421]! As:! Mmmmmmm,! no.! [Pausa]! Que! la!





(xR3)2' +(yR2)2=25,' se! solicita! a! los! equipos! que! realicen! dos! deducciones! a! partir! de! ella.! En! la!
interacción!en!el!equipo!A!deducen![385!y!386]!que!la!circunferencia!está!centrada!en!(3,2)!y!tiene!
radio! 5! (constituyen! CRacciones! dada! la! solicitud! en! la! tarea).! Pero! podemos! observar! que!
















la! posición! concreta! de! la! circunferencia! y! para! ello! necesitan! visualizar! puntos! y! verificar! que!
cumplen! con! la! ecuación.! En! [401B403]! podemos! observar! cómo! el! estudiante! utiliza! un!
argumento! de! pensamiento! “transformacional”! para! explicar! a! sus! compañeros! que! los! puntos!
(x,y)!de!la!circunferencia!va!variando!y!que!la!noción!de!circunferencia!se!piensa!como!conjunto!de!







































de!buscar!puntos!en! la!circunferencia.!Su!compañero! trata!de!persuadirles! sugiriendo!en!una!RR
acción,!que!para!eso!es!la!ecuación!que!representa!a!la!totalidad!de!esos!puntos,!puesto!que!es!su!
forma!general![429].!Intentan!diferentes!BRacciones!para;!buscar!números!tales!que!la!suma!de!sus!






CRacción! de! consolidación! del! manejo! de! definiciones! al! extraer! significado! y! ser! capaces! de!
establecer!conexiones!entre!contenidos.!
!




es! el! centro,! pero! cuando! tiene! radio! 5! (25! es! radio!
cuadrado)!x!y!y!valen!eso.!Y!para!que!estén!en!esta!línea!
hay!que!seguir.!


































[453]! Que! más! bien,! esto! [menos! dos]! menos!
tres! al! cuadrado! da! 25! que! es! la! parte! de! aquí!
[asienten].!
!#


















A! y2=(25/6)R(x√6)2' es' falso' dado' que' x2+6y2=25;' y2=(25Rx2)/6' ;' y2=(25/6)Rx2/6' ;' si' subimos' 6' al'










En! la! discusión! en! equipo! no! se! aportan! elementos! distintos! al! reporte! escrito! de! la! tabla! 54,!




!!!A! Es! falso!que! todo!elemento!de! S! también!es!un!elemento!de!R,!R! está! contenido!en! S!pero! sólo!
abarca!una!parte!de!éste,!existen!elementos!de!S!que!están!fuera!de!R.![Dibujo]!
!!!B!R⊆S⊆T' Es' incorrecto' porque' no' está' afirmando' que' los' subconjuntos' son' iguales' sino' que'R' está'
contenido'en'S'y'no'S'en'R.!




terminar! el! ciclo! escolar! y! los! estudiantes! foráneos! empiezan! a! irse! a! sus! poblados! de! origen! y!
faltaron!alumnos.!La!interacción!se!dio!en!gran!grupo!y!en!esta!parte!el!profesor!cuestionaba!a!los!






[1]! Profesor:! [Lee! y! escribe! la! proposición],! ¿qué! cosas!
necesitamos!saber!ahí!por!ejemplo?!















!Los! alumnos! escriben! en! forma! correcta! la! fórmula! para! encontrar! la! solución! de! la! ecuación!
general! de! segundo! grado! y! el! texto! que! aparece! en! el! siguiente! recuadro.! Como! antes! se! ha!
indicado!en!el!registro!escrito!utilizan!el!término!“ecuación!”!en!dos!sentidos!diferentes![11].'
#
Posteriormente! el! profesor! plantea! preguntas! para! inducir!BRacciones! que! se! van! obteniendo! a!
partir! de! las!RRacciones! anteriores! en! forma! de! deducciones.! Por! ejemplo,! la!BRacción! [12]! está!
asociada! con! la! RRacción! donde! se! identifica! la! hipótesis! [9]! y! su! función! (no! explícita,! pero!
entendida)! junto! con! el! reconocimiento! del! método! de! resolución! las! ecuaciones! de! segundo!
grado![2].!Esta!BRacción! [11]!se!transforma!en!una!RRacción!para!entrelazarse!junto!con![9]!y!dar!
lugar!a!la!BRacción![14].!La!siguiente!BRacción![15]!se!obtiene!a!partir!de!dos!RRacciones![14!y!12].!
Todas! las! acciones! anteriores! desencadenan! la! BRacción! [19]! que! supone! reconocer! que! el!











[15]! As:! Y! 2a! es! positivo! por! lo! tanto! es! positiva! la!
solución.!





[21]! As:! Que! la! solución! de! la! ecuación! es!
positiva.!
[22]!P:!Y!¿qué!significa?!!
[contesta!más! de! un! estudiante]!Que! es!mayor!
que!cero.!
[24]!P:!Entonces!este!método![avanceBretroceso]!
de! hacernos! preguntas! y! organizar! las!
respuestas! nos! puede! funcionar.! Organicen,!



























4.5.3 Hoja de trabajo # 8: Leyendo y entendiendo demostraciones 
#
Esta! hoja! se! realizó! junto! con! la! anterior! el! 29! de! junio! 2009! y! como! ya! mencionamos! sólo!
participó!un!equipo.!Para! la!primera! tarea!se! les!presenta! la!proposición! !«Si' x'e'y' son'números'
reales'no'negativos'que'satisfacen'x+y=0,'entonces'x=0'y'y=0»! acompañada!de!su!demostración!
condensada,!que!aparece!después!de!este!párrafo,!con! la! intención!de! iniciarles!en! la! lectura!de!
demostraciones!como!las!que!aparecen!en!sus!libros!de!texto,!dado!que!es!una!habilidad!que!no!
han!desarrollado.!Primero!se!les!pide!que!realicen!un!desglose!de!la!demostración!y!que!escriban!
un!análisis! indicando! los!pasos!del!método!avanceRretroceso,! así! como! las!preguntas!clave!y! sus!
respuestas.!
!
Demostración:! Primero! se! probará! que! x≤0,! porque! entonces,! como! x≥0! por! hipótesis! debe!
cumplirse!que!x=0.!Para!ver!que!x≤0,!por!hipótesis!x+y=0,!de!donde!x=Ry.!Asimismo,'como!y≥0,!se!




Los! estudiantes! aplican! con! éxito! el! método! avanceRretroceso! extrayendo! significado! de! la!
demostración!condensada.!Van!a!utilizar!el!mismo!esquema!que!se!ha!seguido!previamente![27].!
Las!RRacciones!identificadas!son!el!reconocimiento!de!la!hipótesis!y!su!significado![26,!28!y!29]!y!la!






aún! la! diferencia! entre! avanzar! de! algo! conocido! y! retroceder! de! algo! a! lo! que! quieren! llegar.!!





[27]! Podemos! poner! la! pregunta! clave:! ¿qué! se!
supone!cómo!cierto?!
[28]! Que! x! y! y! son! números! reales! no! negativos,!
[escriben]!así,!o!mayor!o!igual!que!cero.!
[29]!Que!están!en!los!reales!y!que!x+y=0.!
















Finalmente! el! escrito! que! desglosa! la! demostración! por! extracción! de! significado! de! la! versión!
condensada! constituye! una!CRacción.! Vemos! que! utilizaron! el!mismo!esquema!planteado! en! las!
sesiones!anteriores!para!desglosar!la!demostración!de!la!proposición!que!se!les!mostró!en!forma!
condensada.! En!Q1,! repiten! la! información,! esto! ya! lo! hemos!mencionado! como! atribuible! a! la!
confusión! entre! avanzar! de! algo! conocido! y! retroceder! de! algo! a! lo! que! quieren! llegar.! En! esta!
parte! consideramos! que! trabajar! sobre! esto! puede! contrarrestar! el! error! de! la! recíproca,! que!




Figura# 46.# Desde# una#
versión# condensada# de#
la#demostración#extraen#














[42]! Luego! regresarnos.! A! ver,! como! x=0' y' y=0!
entonces!x+y=0,'0+0=0,!luego!0!es!un!número!real!no!
negativo!y!por!tanto!ya!x!y!y!son!reales!no!negativos.!








La! siguiente! consigna! de! esta!
sesión! es! que! consideren! el!
problema!de!demostrar!que!«'
si'n'es'un'entero'mayor'que'2,'
a' y' b' son' las' longitudes' de' los' catetos' de' un' triángulo' rectángulo,' y' c' es' la' longitud' de' la'






Para! justificar!que!cn'='c2cnR2! recurren!a! la! ley!de!exponentes!en! la!BRacción! [42]!y!de!ahí! surgen!
otras!BRacciones! al! utilizan! la! hipótesis! de! que!a,!b! ! son! catetos! y! c! hipotenusa!de!un! triángulo!
rectángulo! para! obtener! c2cnR2=(a2+b2)cnR2! del! teorema! de! Pitágoras! [43B46].! Para! justificar! las!
desigualdades! cnR2>anR2! ! y! cnR2>bnR2,! de! manera! asertiva! [49]! lo! hacen! con! la! BRacción! en! la! que!
utilizan! la! hipótesis! junto! con! la!RRacción! de! que! la! hipotenusa! es!mayor! que! cualquier! cateto,!
aunque!no!aclaran!en!ese!momento!que!al!ser!cantidades!positivas!se!conserva!la!desigualdad!al!
elevar!a!un!exponente!positivo.!Es!necesario!que!pongan!mayor!cuidado!en!estos!detalles.!Para!
verificar! que! se! cumplan! las! deducciones!mediante! algunas!BRacciones! proponen! ! ejemplos! con!
números!fraccionarios![50B57].!Se!producen!reiteradamente!RRacciones![58,!59!y!67]!para!retomar!
la! hipótesis! y! reconocer! su! función.! Aunque! son!RRacciones,! sí! señalamos! que! los! alumnos! han!
mejorado! sustancialmente! en! la! consideración! de! la! función! y! cuidado! de! la! hipótesis.! Esto!
representa!una!CRacción!de!consolidación!asociada!al!propósito!de!la!hoja!3.!
!
[42]! El! primero,! con! exponentes,! con! la! ley! de!
exponentes.!
[43]! Y! luego! al! tener! a2+b2! igual! a! c2! es! por! ser!









[48]! Pero! esa! es! ya! la! conclusión! a! la! que!
queremos!llegar.!!
[49]!Tienes!un!entero!n>2,!a! y!b! catetos!y!c! es! la!
hipotenusa.!La!hipotenusa!siempre!va!a!ser!mayor!

















esto! mayor! que! bnR2! [cnR2>anR2' en' a2cnR2+b2cnR2>a2anR
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[51]! El! único! exponente! con! que! serían! iguales!











2! nos! va!a!dar!esto!cn'mayor!que!a2anR2!! y!más!b2anR2'
[asienten!mostrando!comprensión].!
[67]Yo! estaba! queriendo! ver! igualdad,! pero! no! claro!
es!que!esta!parte!que! [la!hipotenusa]!mayor!que! los!




justificando! cada! paso,! por! esta! razón! hemos! omitido! la! participación! del! profesor! y! solo!
presentamos!el!escrito.!Se!puede!considerar!que!los!estudiantes!son!más!autónomos!y!muestran!














Para! la! siguiente! tarea,!al! igual!que!antes,! se! les!proporciona! la!demostración!condensada!de! la!
proposición:!Dado'un'triángulo'RST,'si'SU'es'un'bisector'perpendicular'de'RT'y'RS=2RU,'entonces'el'




Demostración:! Se! probará! que! !,! porque! entonces,! se! tiene! también! que!





mediatriz! con! bisector! perpendicular,! como! parte! de! la! hipótesis! [72].! Con! una! RRacción! [73]!
perciben! la! necesidad! de! probar! que! SU=RT.! Ahora! tienen! mayor! cuidado! al! justificar! y! no!
encontramos!justificaciones!del!tipo!«pues!es!obvio».!Esto!representa!una!acción!de!consolidación!
(CRacción)! respecto! de! la! necesidad! de! argumentar! y! justificar! en! matemáticas.! Justifican! lo!
anterior! mediante! una! BRacción! [74]! integrando! elementos! de! la! hipótesis! y! su! significado.! El!
maestro! interrumpe,! sin! que! sea! necesario,! el! curso! de! la! discusión! retomando! el! enunciado! y!
leyendo! la! demostración! confundido! por! la! palabra! bisector! perpendicular.! No! aclara! esto! y! les!
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guía! a! probar! la! igualdad! de! RU! y! UT! para! asociar! igualdad! de! ángulos.! Como! respuesta,! los!
estudiantes!continúan!con!una!BRacción![78]!que!enlaza!la!hipótesis!con!las!acciones!previas!para!
justificar! la! igualdad! de! los! ángulos! RUS! y! SUT.! Otra! BRacción! [79]! entrelaza! la! medida! de! los!
ángulos,!con!el!hecho!de!ser!triángulos!rectángulos!y!con!la!posibilidad!de!realizar!los!cálculos!para!
obtener!la!medida!de!SU.!A!través!de!BRacciones![80!y!81]!se!concluye!que!no!es!necesario!saber!la!
medida! de! SU,! al! ser! lado! común! en! los! triángulos! RSU' y' SUT,' se! puede! usar! el! criterio! de!






mide! lo! mismo! que! ST! pero! no! se! me!
ocurre!cómo.!
[72]! Podemos! usar! lo! del! punto! medio,! la!
mediatriz!lo!divide!en!su!punto!medio.!





[75]! [El! profesor! se! acerca! percibiendo! que! dudan]! Ahí!
tienen! la! demostración,! a! ver,! bisector! perpendicular,! lo!
toman! como! bisectriz! [se! muestra! inseguro],! no! lo!
traducimos!como!mediatriz.!A!ver,!lo!que!saben!es!que!este!










triángulos!RSU'y!SUT,! el! profesor! cuestiona!a! los! estudiantes!para! ver! si! están!entendiendo!esa!
diferencia!y!por!qué!es!adecuada!la!demostración![82].!Los!alumnos!muestran!RRacciones![83B85]!
que!dan!cuenta!de! su!conocimiento!de! la! función!y!elementos! tanto!de! la!hipótesis! como!de! la!
conclusión.! Además! retoman! las! deducciones! hechas! (como! BRacciones)! en! el! fragmento! de! la!
interacción!anterior,!en!forma!de!RRacciones! [87!y!89]!y!retoman! la!conclusión!para!construir!Q1'
[90],! es! decir,! «qué! significa! regresarnos».! Esa! BRacción! [92]! es! una! anticipación! de! que! de! lo!




[95]! y! que! los! triángulos! RSU! y! SUT! son! congruentes! [96].! ! El! profesor! anticipa! que! son!
proposiciones! equivalentes! y! lo! enlaza! con! la! siguiente! parte! de! la! tarea,! que! en! realidad! han!
resuelto!ya.!El!profesor!aprovecha!esta!oportunidad!para! trabajar!en!el!proceso!de!retroceder!a!


















LAL' y! eso! significa! que! sus! lados! homólogos! son!
iguales!RS!con!ST!y!RU!con!UT!y!SU!con!SU.!
[94]! P:! La! demostración! exactamente! ¿qué!
prueba?!
[95]!As:!Qué!el!triángulo![RST]!es!equilátero.!!





[90]! As:! Ahora! pues! la! Q! [la! conclusión! de! la!
proposición]!es!que!RST!es!triángulo!equilátero.!
[97]! P:! En! realidad! son! proposiciones!
equivalentes.!
[98]!As:! La!demostración!de! la! [tarea]! 4! es! pasar!
entre!una!y!otra!porque!son!equivalentes.!
!
Finalmente! en! el! registro! escrito! plasman! la! discusión! y! aunque! mencionan! el! criterio! de!
congruencia!de!triángulos!no!hacen!referencia!específicamente!al!criterio!LAL.!!
!


















que! Dado' un' triángulo' RST,' si' SU' es' un' bisector' perpendicular' de' RT' y' RS=2RU,' entonces' el'
triángulo' es' equilátero,! era! equivalente! a! probar! que! el! triángulo! SUR! es! congruente! con! el!
triángulo!SUT!basados!sobre!la!misma!hipótesis.!Los!alumnos!lo!demuestran!utilizando!el!criterio!
de! congruencia!LLL! en! lugar!del!utilizado!en! la! resolución!de! la! tarea!previa! (LAL).! Esto!muestra!
una!CRacción!de!consolidación!del!alumno!que!expone!su!solución!dando!evidencia!de!flexibilidad!
de!pensamiento!al!utilizar!otra!estrategia!con!éxito.!!
En! este! fragmento! se! observa! que! proponer! la! tarea! para! un! análisis! individual! previo! de! cada!
estudiante!modifica! notablemente! la! interacción! en! equipo.! Dado! que! es! un! estudiante! el! que!
explica! su! prueba! (RRacción' [1])! esperando! ser! cuestionado! por! sus! pares,! que! emprenden! BR
acciones! realizando! cálculos! para! verificar! su! aportación! [2,! 3! y! 4].! El! estudiante! expone! su!






hice! considerando! este! lado! [RU! con! medida]! x' y!
este! [RS' con! medida]! 2x! y! aplicando! teorema! de!
Pitágoras![para!encontrar!la!medida!de!SU].!
[2]! Pero! a! ver.! No! creo.! Tenemos! que! 2x! es! la!
hipotenusa,!esto!es!igual!a!x!más!este!cateto!…!
[3]! No,! la! hipotenusa! es! al! cuadrado! y! los! catetos!
también.!
[4]!Tienen!razón!ya!encontré!mi!error.!








La! siguiente! parte! del! diálogo! la! omitimos! porque!no!hay!mayor! diferencia! entre! la! descripción!










La! siguiente! tarea,! al!
igual!que!la!anterior,!fue!
trabajada! de! manera!
individual! y! la! discuten!
en!equipo!al! inicio!de! la!
siguiente! sesión! para!
entre! todos! ponerse! de! acuerdo! en! el! registro! escrito! a! entregar.! La! tarea! consistía! en! que!
demostraran!que!si!el!triángulo!del!ejercicio!3!a)!es!equilátero!y!SU'es!un!bisector!perpendicular!de!
RT,'entonces!el!área!del!triángulo!RUS!es!√3(RS)2/4.






[20! y! 22]! yo! ahí! llegué! a! que! […]! no! es! cierta! la!
proposición,!porque!está!pidiendo!el!área!y!eso!sería!
base!que!es!RT,!por!altura!que!es!SU,!sobre!2!y!sería!
2x!por!√3!por!x! entre!2! y!queda!√3!por!x2.! Luego!no!
llego!porque!el!área!de!RUS!sería! la!mitad!y! sería!√3!
por!x2!entre!2!y!no!es,!la!conclusión,!no!llegas.!
[23]! ! [Revisan! cálculos]! Esta! es! área! de! todo! el!
triángulo!grandote![RST],!luego!si!la!divides!entre!dos,!
por!la!congruencia,!sería!la!del!otro!triángulo![RUS].!























La! siguiente! tarea! tiene! como! propósito! afianzar! el! método! avanceBretroceso! como! método!
directo!para!demostrar!una!proposición.!Esta!tarea!a!su!vez!se!divide!en!4!ítems!a),!b),!c)!y!d).!En!








avanzar! en! deducciones! respetando! las! reglas! del! sistema.! Aquí! se! solicita! a! los! alumnos! que!
utilicen!el!proceso!avanzar!para!derivar!todas!las!palabras!posibles!que!se!puedan!obtener!en!tres!
pasos! al! aplicar! repetidamente! las! reglas! (iBiv)! en! cualquier! orden! a! la! palabra! inicial! s.! La!
interacción! en! el! equipo! muestra! comprensión! de! la! tarea! con! un! primer! reconocimiento,! RR
acción,! de! los! elementos! o! axiomas! de! partida! [32],! seguido! de! una! BRacción! para! edificar! los!
primeros!ejemplos![33]!y!RRacciones!para!la!interpretación!adecuada!de!los!axiomas,!es!decir,!que!
las!letras!s!y!t!también!pueden!considerarse!como!palabras![34!y!35].!Observamos!que!aplican!las!
reglas! con! soltura! para! deducir! nuevas! palabras,! lo! que! constituyen! BRacciones' [36! y! 37],!
mostrando! cuidado! al! leer! las! reglas! las! veces! que! sea! necesario! para! despejar! las! dudas.! Este!
manejo!de!las!reglas!y!cuidado!constituye!una!muestra!de!CRacciones'de!consolidación!del!proceso!













































Con! la! intención! de! ganar! confianza! en! el!manejo! del! proceso! retroceder! se! les! pide! en! b)! que!
apliquen!el!primer!paso!del!proceso!retroceder!a!la!palabra!tst.!Específicamente,!que!realicen!una!
lista!de! las!palabras!para! las!que! la!aplicación!de!una!de! las!reglas!anteriores!da!como!resultado!






no! funciona,! o! bien! para! asegurarse! de! que! todos! entienden! lo!mismo.! En! esta! ocasión,! en! las!




no! hacían! explícito! del! todo! su! pensamiento.! Forman! (1996),! al! observar! diferentes! clases! de!
matemáticas! donde! los! estudiantes! trabajan! juntos,! concluye! que! el! discurso! matemático! que!
manejan! en! interacciones! efectivas! es! de! un! tipo! especializado! que! denomina! registro'
matemático.! Al! igual! que! ella,! observamos! que! después! de! varias! sesiones! de! discusiones! en!
equipos! y! gran! grupo,! los! estudiantes! participan! del! discurso! matemático! incrementando!
sustancialmente!las!formas!(cuidando!argumentaciones,!lenguaje!matemático,!estructura,!uso!de!
las! definiciones,! de! sus! deducciones,! de! los! símbolos! y! su! función),! lo! que! les! conduce! a! la!
comprensión!de!normas,! habilidades,! valores! e! ideas! que! son! compartidas! por! los!matemáticos!
experimentados.!!
!
[45] [Leen el inciso b)] Una regla nada más ¿verdad? 
















debemos! ver! un! paso! anterior,! regresar!
para! encontrar! la! palabra! anterior! de!
donde! viene.! Por! ejemplo,! si! hubieramos!
tenido!sssst!aplicando!la!regla![iii]!sss!sería!
t!y!ya!tenemos!tst.!El!chiste!es!regresar!un!





Cuando! el! profesor! les! pregunta! sobre! el! resultado! de! esta! tarea,!muestran! comprensión! de! la!
misma.!Como!posibles!resultados!de!retroceder!un!paso!o!bien!Q1'señalan!las!5!posibles!opciones:'
sssst,' tssss,' ts,' tsttt,' tttst.! En!esta! tarea!muestran!un!mayor!dominio!del!método!de! retroceso!a!
diferencia!de!la!primera!tarea!de!la!sesión,!donde!cometen!el!error!de!la!recíproca.!
!
[72]! Profesor:! [Lee! b)]! Ahora! nos! dan! la!Q! [la! conclusión! o! consecuente! de! la!
proposición],!quién!es!Q.'
[73]!Alumnos:!Es!tst.!









En! el! siguiente! ítem! c)! se! les! pide! que! demuestren:! Si' s,' entonces' tst.! Al! inicio! [56]! muestran!




por! los! estudiantes,! intentan,! mediante! BRacciones! (pensando! en! la! tarea),! otras! maneras! de!
hacerlo! que! los! lleve! a! construir! nuevas! proposiciones! o! hechos! generales! [61B69].! Enuncian! su!
conjetura! [69]:! si! una! palabra! tiene! ! 3k+1! ! eses! se! puede! reducir! dicha! palabra! a! la! forma! tst!
























Al! discutir! en! gran! grupo! con! el! profesor,! los! estudiantes! además! de! mostrar! dominio! y!
comprensión!de!la!tarea!con!una!RRacción![79],!muestran,!en!otra!RRacción,!su!inquietud!de!revisar!




acción! se!pone!de!manifiesto! la!conexión! inmediata!entre!su!demostración!y!el!método!avanceR
retroceso! [86].! La! cantidad!y! calidad!de! las! conexiones! realizadas! con! los! conocimientos!previos!








[81]! As:Simplemente! con! demostrarlo! de! una! forma! ya! está!
bien,!ya!es!suficiente!¿no?![confirman]!
[83]! As:Ya! tenemos! s,! luego! ss,! luego! otra! vez! duplicar! ssss!
sustituir!por!t,!luego!ts!y!como!termina!en!s!agregar!t'y!ya!tst.!
[84]!As:!Nos!quedamos!en! la!discusión!de!otro!para!hacerlo!en!





[la!hipótesis],! la!Q! [conclusión]! es! tst! y!
de! ahí! vemos! que! posibilidades.!
Tenemos!de!avanzar!a!partir!de!P! y!de!
retroceder!a!partir!de!Q.!Aquí!de!tst!del!
ejercicio! anterior! podemos! ver! las!
posibles!Q1,!entonces…!
[86]! As:! Sí,! por! ejemplo! podemos! usar!
todas! estas! [sssst,' tssss,' ts,' tsttt,' tttst],!
ya!está,!sí!es!Q1,!sssst,!entonces!puedes!
empezar! en! s' lo! duplicas! ss! [es! P1],! lo!





manera! directa! con! un! reconocimiento,! RRacción! [88],! seguida! de! BRacciones! [89B92]! con!
deducciones!entrelazadas!y!una!CRacción![93]!con!la!que!prueban!la!proposición.!
!
[88]! Sería! partiendo! de! s! para! llegar! a! ttst!
[inciso!d].!
[89]!Tenemos!s,![por!regla!i]!la!duplicamos!no?!








Aunque! en! las! interacciones! se! ha! visto! como! enlazan! el! razonamiento! para! obtener! las!
deducciones! del! avance! y! ! retroceso,! podemos! ver! en! su! registro! escrito! que! no! organizan! las!
demostraciones! en! versión!
condensada! y! formal.! Esto!
podemos! atribuirlo! a! la!
naturaleza! de! la! tarea! que! no!
parece! una! proposición!
matemática! aún! cuando! hicieron!























4.6 Bloque IV. Métodos indirectos de demostración 
!








4.6.1 Hoja de trabajo # 9: Reducción al absurdo 
!
El!desarrollo!de!esta!hoja!de!trabajo!se!realizó!el!1!de!julio!de!2009,!y!tuvo!una!duración!de!1!hora!
40! minutos.! El! objetivo! era! introducir! el! método! de! reducción! al! absurdo! a! partir! del! método!




El! profesor! empieza!explicando! la! técnica!de! reducción!al! absurdo! ilustrándolo! con!el! ! ejemplo:!
Demostrar' que' los' números' primos' nunca' se' acaban,' siempre' hay' más.! Aunque! en! principio!
parece!no!tener! la! forma!si'P'entonces'Q!a! los!alumnos!se! les!hace!ver!que!el!enunciado!puede!
transformarse! en:!Demostrar' que' los' hechos' conocidos' sobre' los' números' primos' implican' que'




[1]! Profesor:! […]! ¿Qué! información! se! supone!
cierta?! Tengo! la! proposición,! ¿Qué! cosas!
conocemos! sobre! primos?! Básicamente! la!
definición! de! número! primo! […],! hablando! de!
números! positivos,! es! aquel! que! sus! únicos!
divisores! son! 1! y! el!mismo.! Ahora,! aquí! partimos!
de! la! definición! de! primo.! Luego! en! reducción! al!
absurdo! yo! tengo! que! proponer! a! todos! los!
primos.!Y!si!no,!si!hay!otros,!entonces!tendría!que!
serían! infinitos.! A! ver,! si! yo! digo! que! es! finita! la!




tengo! un! número! finito,! ¿cómo! obtengo! una!
contradicción?!






















ninguno! de! esos! primos.! Este! número! que!
construimos! …! ¿Qué! deducimos?! N! tiene! dos!
opciones:! ser! primo! o! compuesto.! Si! lo! primero!
ocurre! entonces! ya! tenemos! la! contradicción!que! es!
lo! que! acabamos!de!platicar,! pues!m! sería! un!primo!
mayor! que! todos! los! anteriores! y! que! n.! Si! es!
compuesto!entonces!es!múltiplo!de!uno!de!los!primos!
de!la!lista.!A!este!factor!primo!le!podemos!llamar!k!y!
entonces!m! sería!de! la! forma!m=hk!y!hk! tendría!que!
ser! 2*3*5*…! hasta!m+1,! como! k! es! un! primo! de! la!















¿Qué! información! se! supone!
cierta?!































construir! una! contradicción,! qué! se! deduce! de! la! contradicción! y! luego! llegamos! a! lo! que! se! pretende!
probar.!Aquí!procedemos!en!línea!vertical,!derecho,!en!avance,!ya!no!usamos!retroceder.![…]!
!
El! profesor! propone! a! los! alumnos! trabajar! sobre! la! demostración! de! la! proposición! √2' es' un'
número' irracional.! Esto! les! lleva! 13! minutos! incluyendo! el! registro! de! resultados.! En! las!
proposiciones!que!no!tienen!la!forma!Si'P'entonces'Q! les!cuesta!trabajo! identificar! la!hipótesis!o!
información!que!debe!suponerse!cierta![27,!28,!34!y!35].!La!interacción!en!el!equipo!da!pie!a!que!






de!0.!Una!CRacción! se!produce! cuando! son! capaces!de! construir! la! contradicción!necesaria!para!
concluir!la!demostración![44].!!!
!
[28][Leen]! ¿Qué! información! se! supone! como!
cierta?![responden]!Que!√2!es!irracional.!
[29]! No,! qué! es! un! número! solamente!




[32]! Sí,! es! la! negación.! Y! de! ahí! partir! para!
llegar! a! la! contradicción! y! que! es! por! tanto!
irracional.!
[33]!Bueno!entonces!es!NO'Q,!pero!P.!!
[34B35]! Es! lo! que! conocemos! //! Que! es!
irracional.!
[36]!Pero!no!sabemos!aún!si![√2]!lo!es!o!no!!








[44]! Una! de! las! reglas! que! puedo! aplicar! es! que! b! lo!
puedo! multiplicar! por! √2! y! como! √2! es! 1.4142! y! más!
decimales,!luego!pues!es!decimal!y!b!entero,!el!resultado!






forma! decimal! dan! por! hecho! que! es! irracional! y! que! esto! es! justo! lo! que! desean! probar! (más!
adelante! se!verá! como!error!al!discutirlo! con!el!profesor!por! ser!una!aproximación!de!√2).!Para!
responder!un!alumno!exhibe!una!RRacción!al!distinguir!entre!número!decimal!finito!y!irracional![46!
y!47].!Un!rasgo!a!destacar!en!la!evolución!de!la!interacción!es!que!todos!los!alumnos!participan!y,!
en!momentos! de! desacuerdo,! recurren! a! sus! compañeros! para! ahondar! y! contrastar! diferentes!
ideas!que!les!permitan!tomar!decisiones![47].!Varios!alumnos!expresan!de!diferentes!formas!la!CR
acción! [49B59]! anterior! [44]! aún! cuando! se! utiliza! una! aproximación! de! √2! que! hace! que! la!
demostración!no!sea!válida.!!
 
[45]! Pero! ahí! ya! estamos! dando! pues! por! hecho!
que! es! irracional! ¿no?,! al! decir! que! es!1! punto! y!
algo.!!
[46]! Pues! que! es! decimal! nada!más.! Yo! digo! que!
está!bien!porque!como!a!es!entero!y!no!me!queda!
entero!ya!queda!la!contradicción.!
[47]! Tú! ¿qué! dices! de! eso?! [incluyendo! otro!
compañero].! Es! que! yo! pienso! que! aquí! al! decir!
que! es! fraccionario! ya! estamos! dando! por! hecho!
que!es!irracional.!
[48]! [silencio]! Es! que! bueno,! no! es! lo! mismo!
[irracional!y!fraccionario!o!decimal],!mhh.!!
[49]!Bueno!¿qué!deducimos?!Ahora!sí!que!√2!por!















[65]! Pero! √2b! no! está! en! los! enteros! por! lo! tanto,!
[escriben]. 
  
En! el! registro! escrito,! el! grupo! escribe! la! versión! condensada! de! la! demostración,! cuidando! el!
lenguaje! simbólico! y! verbal,! el! manejo! de! las! definiciones,! la! extracción! de! significado! y! los!






2# es# un# número# irracional# con# algunas#
inconsistencias.#
!
En! la! siguiente! sesión! se! retoma! este!
ejercicio! en! gran! grupo.! En! [230]! los!
estudiantes!al!suponer!que!√2!es!racional!
dan!muestra!del!manejo!de! la!definición!
de! número! racional! (BRacción).! No!
obstante,! cuando! el! profesor! cuestiona!
acerca! de! la! construcción! de! la!
contradicción! [232],! a! partir! de! su!
respuesta,! se! les! hace! notar! que!
utilizaron!una!aproximación!de!√2![235]!y!
esto! resta! validez! a! su! demostración.!
Propone!entonces,!abrir!otro!frente!para!
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continuar! la! demostración! al! elevar! al! cuadrado! la! expresión! obtenida! en! [230].! Es! importante!
destacar! que! el! maestro,! aún! y! cuando! marca! la! pauta! del! camino! a! seguir,! se! integra! en! la!
discusión! y! asume! un! rol! mediador! apoyando! la! construcción! de! la! demostración! a! través! de!
preguntas!que!derivan!BRacciones!de!los!estudiantes![236,!238,!240,!242,!244!y!245].!Finalmente!
son!ellos!quienes!contruyen,!en! la!CRacción'[247],! la!contradicción.!Aquí!podemos!darnos!cuenta!











finalmente! no! sabemos! hasta! dónde! llega! √2,! no! podemos!
cortar! porque! sería! una! aproximación.! De! hecho! podemos!
plantear!una!sucesión!que!converja!a!√2,!pero!bueno,! la! idea!
es! que! no! puedo! cortar,! ya! no! sería!√2.! ¿Cuál! es! la! idea?! Lo!
conveniente!es!pensar!en!a/b!como!fracción!irreducible.!¿Qué!
quiere! decir?! Que! ya! no! tienen! factores! comunes!a! y! b.! Por!
ejemplo! si! fuera! 2/4! queda! ½! y! ya! es! irreducible.! Ahora,!
porque!además!yo!debo!probar!con!esos!enteros.!Acerca!de!√2!




[237]! P:! Bien,! entonces! a2! es! par,! qué!
significa,!¿a!cómo!es?!
[238]!As:!Es!par! también!porque!si! fuera!

















primos' de' la' forma' 4k+3' es' infinito,' siendo' k' un' número' natural.! Al! inicio! de! la! interacción! se!
producen! sus! primeras! RRacciones! [67,! 69! y! 71]! al! identificar! hipótesis! y! conclusión! [70].! ! La!
negación!de!Q!pasa!a! ser!parte!de! la!hipótesis! lo!que!constituye!una!BRacción! [72].!Al!no!poder!





































[81]! Entonces! los! primos! de! esa! forma,! no! podemos!







BRacciones.! Van! organizando! estos! ejemplos! con! la! intención! de! obtener! espacios' de' ejemplos!
(Watson!&!Mason,!2005),!distinguiendo!entre!los!valores!de!k,!que!son!pares,!impares,!primos.!En!
este!fragmento!al!sentir!que!no!avanzan!mucho!retornan!a!una!RRacción!para!recordar!NO'Q!y!su!
función! en! la! técnica! de! reducción' al' absurdo! [90B95].! También! vuelven! a! retomar! la! idea! de!
enumerarlos!en!una!lista![96B99],!lo!que!antes!fue!BRacción![80B81],!ahora!es!una!RRacción!porque!
están!recuperando!las!ideas!importantes.!Además!se!dan!cuenta!de!un!hecho!importante![87],!si!
k=9! se! forma! el! número! 4(9)+3=39! y! 39! no! es! primo,! es! decir,! mientras! antes! tenían! que! los!
números!de!esta!forma!producían!un!subconjunto!de!números!primos!(no!todos),!ahora!tienen!un!


















































[103]! Queremos! encontrar! una! contradicción.!




infinito,! partiendo! desde! que! es! finito! y!
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[104]![silencio]!Por!ejemplo,!aquí!te!dice!que!los!primos!











[112]! Podemos! poner! p1,' p2,' …! y! donde! los! de!











todos! los! números! primos! de! la! forma! requerida,! en! una! BRacción! [116B122],! expresada! de!
diferentes!maneras,! intentan!“construir”!o!“buscar”!un!número!que!tenga! la!misma!forma!y!sea!












fue! 4k+3,! el! otro! que! sea! 4(k+1)+3,! pero! no! sé! cómo!
ponerlo.!
[119]! A! ver,! yo! estaba! pensando! en! poner! una! lista!
como! esa,! formamos! los! números! de! la! lista! y!
suponemos! finito.! Luego! ponemos! multiplicación! de!
todos!los!de!la!lista!y!le!llamamos!P'que!sea!un!número!






pero! si! multiplico! k! por,! me! debe! dar! otro!
número!y!si!tiene!esa!forma!pues!sería!uno!más.!
[123]! Pero! si! supones! que! es! finito! la!
contradicción!ya!nos!lleva!a!que!es!infinito.!
[124]!Pensaba!si!se!puede!hacer!en!base!a!este!
ejercicio! de! los! primos! normales! [ejercicio!
anterior].!










que! los!primeros!números!no! son!divisores! [134]! y! entre! los! cálculos! se! aventuran!a! conjeturar!










































[149]! […]!pensar!en!argumentar!que!es!porque! !k! es!!
natural!y!los!naturales!son!infinitos!no!ayuda.!
[150]! Todos! los! primos! tienen! una! combinación! de!





[152]!No,! son! infinitos,! pero! cada! forma! sería! un!







Después! de! unos! minutos! (5B7)! que! dedican! al! siguiente! ejercicio! retoman! la! tarea! donde! la!
dejaron! mediante! RRacciones! [185B186].! Enseguida! muestran! una! nueva! BRacción! [187]!
encaminada!a! construir!un!espacio'de'ejemplos! pensando!en!para!qué!valores!de!k! se!obtienen!
números! primos! y! se! dan! cuenta! que! empezando! en! 1! y! 2! se! obtienen! para! los! dos! primeros!
valores!de!números!primos,!para!el!siguiente!valor!de!k!no!se!obtiene!un!número!primero,!para!los!
siguientes! dos! valores! se! obtienen! otros! primos,! para! el! siguiente! no! y! así! sucesivamente.! Esta!
conjetura!es!refutada!enseguida![188]!lo!que!es!una!BRacción!ya!que!modifica!el!curso!de!la!acción!
y!no!se!avanza!en!el!camino!equivocado!aunque!permite! reorientar! la!estrategia.!El!profesor!ha!





tienen! una! lista! finita! de! todos! los! primos! de! la! forma!4k+3,! por! lo! que! el! resto! de! los! primos!
tendrían!la!forma!4k+1!y!esa!información!los!ayudaría!a!construir!la!contradicción!requerida.!!
!
[185]! Alumnos:! [Vuelven! a! leer]! Los! primos! de! la!
forma! 4k+3! son! infinitos.! Supongamos! que! los!
números!son!n'para!que!sea!finito.!










[201]! As:! Ver! que! hay! un! número!más,! [duda]! pero!
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[194]! As:! Sí,! pero! no! encontramos! uno!
exactamente.!















[206]! P:! saben! además! que! los! primos! son! infinitos.!
Entonces! hasta! aquí! son! de! esta! forma,! el! conjunto!





Un!alumno!repite!e! integra! la!aportación!del!profesor!a! la! tarea! [209]!y!busca!su!aprobación,! lo!
que!constituye!una!BRacción.!El!profesor!les!aclara!que!los!números!primos!tienen!una!de!las!dos!
formas!sugeridas,!pero!no!necesariamente!un!número!de!esa!forma!es!primo![210].!A!diferencia!
de! las! primeras! sesiones! se! percibe! un! cambio! sustancial! en! la! interacción! del! profesor! con! los!
estudiantes! [212B219],! los!estudiantes!hacen!mayores!aportaciones!a! la!discusión!y!producen!RR
acciones'que!les!permiten!concentrarse!en!la!información!relevante.!Este!cambio!en!los!alumnos!
lo!podemos!atribuir!a!la!confianza!que!les!da!el!trabajo!previo!de!exploración!en!la!resolución!de!la!




lista! son! [de! la! forma]! 4k+3,! pero! todos! los! primos!
pueden!ser!además!de!la!forma!4k+1!o!4k+3.!
[210]! Profesor:! No! quiere! decir! que! todos! los! de! esta!
forma![4k+3]!son!primos!por!ejemplo!si!k'es!3,'4!por!3!





[212]! P:! Exacto,! los! números! después! del! 2! que! son!
primos! son! de! una! u! otra! forma,!4k+1! o!4k+3! por! ser!
impares.!Ustedes!suponen!que!hay!un!número!finito!de!
4k+3.!





[217]! As:! Por! ejemplo,! si! yo! encontrara! otro!
primo!de! la! forma!4k+3.!No!estaría! trasladando!
ahora!mi!problema!a!encontrar!otro!primo!más!
grande! que! ese,! para! ver! que! este! no! fuera! el!
límite!superior.!
[218]! P:! Si! tu! puedes! ordenarlos! de! menor! a!
mayor!A1,'A2,'…,'An!y!si! tu!encuentras!un!primo!
más! grande! que! sea! de! la! forma! 4k+3! ya!
terminas.!Ya!tienes!la!contradicción.!
[219]!As:!Con!el!supuesto!se!supone!que!no!hay!
uno! mayor! a! An! que! sea! primo! y! de! la! forma!
4K+3,! pero! entonces! todos! los! que! siguen!
primos!serían!de!la!forma!4k+1.'
!











[223]! P:! Bueno,! ya! lo! pueden!
trabajar! solos,! nos! llevó! mucho!
tiempo!y!ya!me!tengo!que!ir![…]!
!
Si!vinculamos!el! registro!escrito!con! lo!expresado!anteriormente! [220]!podemos!comprobar!que!
trabajaron! en! esa! idea! y! la! depuraron.! Consideraron! que! el! producto!M=p1p2..pn! de! la! lista! de!
números!primos!de!la!forma!4k+3,!tenía!dos!opciones:!1)!que!n!fuera!par!y!2)!que!n!fuera!impar.!






















más! adelante,! los! estudiantes! han! interpretado! de! manera! errónea! la! información.! Están!
considerando!números!de!10!cifras!(todas!las!posibles!combinaciones)!en!los!cuales!aparecen!los!
dígitos!del!0!al!9!una!sóla!vez.!A!partir!de!este! reconocimiento!erróneo,!se!producen!algunas!BR
acciones! sobre! sus! deducciones! [162B164! y! 169]! en! las! que! se! aplica! la! propiedad! conmutativa.!
Muestran! flexibilidad! de! pensamiento! [165]! mediante! una! BRacción! vinculada! al! proceso!




acción! final.! Es! importante!destacar!que!el! enunciado!de! la!proposición!no!aparece!en! la! forma!




[156]! Ahí! tenemos! que! ver! que! para! cada! uno! [de!












[163]! Bueno! P! es! eso,! luego! P1! [la! primera!
deducción]!que!no!cambia!la!suma.!!!
[164]!Luego!por!la!propiedad!de!la!suma!0+1+2+..+9.!
[165]La! única! forma! de! darte! 100! es! que! los! 10!
lugares!de!los!dígitos!fueran!10'y!eso!no!es!posible.!
[166]!No!entiendo.!
[167]!Es!que! la! suma!de! todos! los!dígitos!debe!dar!
100.!
[168]! Vas! a! tener! un! número! pero! grande! de! 10'
dígitos!el!que!quieras!sin!repetirlos!pero!su!suma!no!
te!va!a!dar!100.!





[173]! Pongo! los! dígitos! en! alguna! posición,! dado!
que! los! dígitos! siempre! serán! los! mismos! sin! que!
importe!su!posición.!





[178]! Esta! era! más! fácil,! a! ver! la! [versión]!
condensada.!
[180]! Primero! sean! 0,1,…,9,! luego! suponer! que! su!
suma!es!100.!
[181]! Ahora! hago! la! suma! 0+1+..+9! y! me! da! 45!
distinto!de!100.!
[182]! Dado! que! los! dígitos! siempre! suman! 45!
aunque!se!conmuten,!ya! jamás!puede!ser,!y!por! lo!
tanto!Q.!que!es!imposible!que!la!suma!sea!100.!





abajo! se! presenta! la!
producción! escrita! de! los!
estudiantes! desglosada!
por! pasos! y! en! su! versión!
codensada,! bien!
organizada! y! con! claridad!
al! comunicar! sus! ideas,!









En! la! siguiente! clase! el! profesor! retoma! la! demostración! que! presentan! en! forma! escrita! para!
analizarla!en!grupo.! En!este!primer! fragmento!de! la! interacción! se!aclara!el!malentendido!en! la!
proposición.!Dado!que!los!alumnos!habían!presupuesto!que!tenían!que!considerar!un!solo!número!
con!10!cifras!y!con!los!dígitos!del!0!al!9!una!sola!vez,!en![250]!el!profesor!presenta!un!ejemplo!que!
involucra! dos! números,! [253].! Los! alumnos! muestran! acciones! de! reconocimiento! de! las!
diferencias!en!la!interpretación!de!la!tarea,!dándose!cuenta!que!ni!aún!con!la!nueva!interpretación!
la! suma! resulta! 100! y! que! también! es! posible! escribir! más! de! un! número.! El! maestro! [253]!
replantea!la!situación!y!los!alumnos!en!RRacciones![254!y!255]!identifican!hipótesis,!negación!de!la!
conclusión![255]!y!de!manera!implícita!la!conclusión!misma.!Reconocen![257]!que!deben!avanzar!









ver! el! ejercicio! es:! la! suma! de! números!




[253]! P:! Pueden! escribirlos! así! [2! números]!
pero!que!los!dígitos!aparezcan!una!sola!vez.!A!












[259]! As:! O! sea! que! a1a2…ak! solamente! debe! tener! un!
dígito!una!sola!vez.!
[260]!P:!O!sea!puede!tener!1!o!2'o!más!números,!pero!sí!lo!
tienes!el! dígito! aquí! en!un!número! ya!no!puedes!ponerlo!
en!otro!número.!













para!que! la! suma!sea!100.!Ellos!deducen!con!BRacciones! [266]!que! la! suma!de! los!dígitos!de! las!
unidades! debería! darles! múltiplos! de! 10! o! 20.! Proponen! ejemplos! de! dígitos! que! pudieran!
aparecer!en!la!posición!de!las!unidades![269B272]!lo!que!constituye!una!BRacción.!Al!explorar!con!
BRacciones!en!uno!de!los!casos!descubren!que!no!es!posible!tener!números!de!3!cifras![274B277]!y!




[265]! Profesor:! Sí,! que! sea! 100' [la! suma],! ¿qué!
implicará?! Por! ejemplo! fijémonos! en! las! cifras! de!
las!unidades,!¿qué!necesitaría!para!que!fuera!100?!
[266]! Alumnos:! Que! las! unidades! me! den! un!






Los! demás! tendrían! posibilidades.! Si! fueran! 2!
números,!me!faltaría!acomodar!8!dígitos.!También!
si! fueran!3!dígitos! la!última!cifra!del! tercero!sería!
0.!
[274]! As:! Y! me! faltarían! 7! dígitos! de! acomodar!
[2,3,4,5,6,7,8].!






fueran! de! dos! cifras,! no! sé! cómo! explicarlo.! Bueno,!
por!ejemplo!5!números,!poner!0,!1,!2,!3,!4.!
[279]!P:!¿En!las!cifras!de!las!unidades?!
[280]! As:! Sí,! y! luego! ya! nada!más! faltaría! acomodar!




de!dos!dígitos,! porque! ya! sabemos!que! si! uno!es!de!
tres!cifras!ya! tronó.!Bueno!ya! lo!pueden! trabajar.! Lo!
que!me! importa!es!que!entiendan!que! la! idea!básica!
de! reducción! al! absurdo! es! suponer! que! la! suma! es!










expresando!que! lo! importante! es! que! comprendan!el!método! y! sigan! trabajando!después! en! la!
demostración! de! la! proposición.! Como! ya! estaban! en! los! últimos! 2! días! de! clase! no! pudimos!
recuperar!evidencia!del!trabajo!de!los!estudiantes!sobre!esto.!
4.6.2 Hoja de trabajo # 10: Contrapositivo 
!
En! esta! hoja! de! trabajo! el! profesor! decide! conducir! la! sesión! y! no! dar! lugar! a! la! interacción! en!
equipo,!dado!que!dedicó!mucho!tiempo!a!la!revisión!de!las!debilidades!encontradas!en!la!sesión!
anterior! en! la! que! se! trabajó! el! método! de! reducción! al! absurdo.! Esta! revisión! la! consideró!
importante!por!la!relación!con!el!método!del!contrapositivo!de!esta!hoja!de!trabajo.!















Primero! les! hace! preguntas! para! que! reconozcan! (RRacciones)! los! elementos! principales! de! la!
proposición! y! los! que! intervienen! en! el! método! de! contrapositivo.! Primero! reconocen! [2]! la!
equivalencia!de!P'implica'Q!con!NO'Q'implica'NO'P,!y!mediante!BRacciones!construyen!NO'Q![4]!y!
NO' P! [6].! Finalmente! el! maestro! explica! las! deducciones! y! termina! la! demostración,! sin! que!
participen!los!estudiantes.!
!
[1]! Profesor:! Pasamos! a! la! hoja! 10,! el! método! del!
contrapositivo.! Ya! habíamos! hablado! en! una! sesión!












si! resolvemos! esa! ecuación! con! la! fórmula! de!
ecuaciones! de! segundo! grado! llegamos! a! que!
x=1Rb/a! y! x! se! supone! que! es! positivo,! porque!
tiene!una!raíz!entera!positiva.!Descartamos!a!R1,!
que!es!negativo!y!x!es!una!raíz!entera!positiva!y!
entonces' b=(1Rx)a,! este! es! un! entero,! entonces!
[1Rx]! esto! es! un! entero! y! b! es! producto! de!
enteros,!entonces!ya!a!divide!a!b.!Y!ya,!partimos!










































Supongamos!que!x>0!es!un!entero!con!ax2+bx+bRa=0.! !Luego!se!tiene!que!!x=[Rb±(bR2a)]/2a! ! !y!
como!x>0,!debe!tenerse!que!x=1Rb/a,!así!!b=(1Rx)a!!y!por!lo!tanto!a!divide!a!b!.!
!

































observar! algunas! inconsistencias:! mezcla! de! diferentes! métodos! (inducción! y! contrapositivo),!
deducciones!erróneas,!hechos!mal!argumentados,!falta!de!claridad!acerca!de!lo!que!se!probó!así!
como!de! la!contradicción!encontrada.!Esto!es!un!ejemplo!de! la! importancia!que!tiene!el! tiempo!
dedicado!por!los!alumnos!a!la!interacción!entre!ellos!ya!que!les!permite!exhibir!los!hechos!que!no!
entienden,! construir! ejemplos,! exponer! explicaciones! y! presentar! argumentos! para! convencer! a!
sus!compañeros.!También!creemos!que!son!ellos!quienes!deben!reconocer!en!qué!momento!han!
llegado! a! la!CRacción! de! construcción! y! ser! capaces! de! verbalizarlo.! En! apariencia! la! interacción!
entre!el!maestro!y! los!estudiantes!deja!ver!que!son!capaces!de!realizar!deducciones!(BRacciones)!

































En! la!siguiente!tarea,!se! les!pide:!Demostrar'que,'de'acuerdo'a' las' reglas'del'ajedrez'un'peón'se'
mueve,'a'lo'más,'6'veces.!!
En! la! interacción! en! grupo,! encontramos! menos! intervenciones! del! profesor! y! esto! da! mayor!
oportunidad!de!interacción!estudianteBestudiante!y!de!ellos!con!la!tarea.!La!naturaleza!de!la!tarea!
además!es!más!cercana!a!algo!que!puedan! imaginar.!Eso!se!refleja!en!su! forma!de!organizar! las!
ideas!de!forma!escrita.!Algunas!RRacciones!son!inducidas!por!el!maestro!como!la!comprensión!de!
la!hipótesis,!x!es!peón![21],!la!verbalización!del!conocimiento!de!la!posición!en!que!deben!estar!los!























[27]! As:! Por! ejemplo,! si! ponemos! a! x! en! la!
segunda! fila! y! lo!movemos!más!de! seis! veces,!











[32]! P:! O! pudo! haber! avanzado! 2! o! si! avanzó! en! línea!
recta! tenía! que! estar! en! la! primera! fila.! Si! nunca!


































La! última! tarea! es! la! de! desafío,! en! la! cual! se! pide:!Demostrar' que' si' c' es' un' número' impar,' la'
ecuación'n2+nRc=0'no'tiene'solución'entera.!
El! desarrollo! de! la! demostración!de! esta! proposición! lo! guía! el! profesor.! Empieza! solicitando!RR














[42]! P:! Si! tiene! solución! entera! quiere! decir! n! es!
entero.!Tiene!dos!posibilidades!ser!par!o! impar!y!si!
sustituimos!aquí.!






[46]! P:! A! veces! es! más! fácil! el! método! de! la!




El! profesor! solicita! a! los! estudiantes! que! realicen! un! registro! escrito! de! la! demostración!
organizándola! primero! desglosada! y! después! en! versión! condensada.! ! A! pesar! de! la! interacción!
anterior! se! perciben! ciertos! errores! como! que!NO'Q! lo! expresan! como!P! implica!NO'Q;! que! se!
desea!llegar!a!que!c'es!impar,!es!decir!a!P!y!en!realidad!se!desea!llegar!a!NO'P!(c!par!y!de!hecho!






























En' este' capítulo,' siguiendo' la' Ingeniería' Didáctica' (ID)' como' metodología' de' investigación,'
presentaremos'la'confrontación'del'análisis'a'priori'de'las'secuencias'didácticas'con'el'análisis'de'
la' puesta' en' práctica' (análisis' a' posteriori)' de' la' propia' ingeniería' como' diseño' derivado' de' las'
necesidades' detectadas' en' el' estudio' exploratorio.' También,' se' presentarán' aspectos'




remarcando' algunos' de' nuestros' resultados.' Posteriormente,' se' realiza' una' evaluación' global'
sobre'nuestra'propuesta'de'enseñanza'y'la'viabilidad'de'su'implementación'en'la'enseñanza'inicial'
Universitaria'en'carreras'de'matemáticas'y'áreas'afines.!Sigue'una'clasificación'de'las'dificultades,'
obstáculos' y' errores'que' se'han' identificado'en'el' análisis' de'datos,'mostrando' la' resistencia'de'
algunos'de'éstos.'Finaliza'el' capítulo'con'algunas'cuestiones'que'nuestra' investigación'plantea'y'
que'se'pueden'constituir'en'líneas'de'investigación'futuras.!
5.1 Confrontación del análisis a priori y a posteriori 
'









diseño!resultante!fue!probado!y!siguiendo! la! ID!como!metodología!de! investigación,!se!presenta!
una!confrontación!del!análisis!a'priori!y!del!análisis!a'posteriori!y,!es!en!esta!confrontación,!que!se!
fundamenta! en! esencia! la! validación! de! las! hipótesis! formuladas! en! esta! investigación.! Dicha!
validación!se!retoma,!complementa!y!da!sustento!a!las!conclusiones!vertidas!en!este!capítulo.!!
!
Para! la! confrontación,! revisaremos! si! se! cumplieron! los! objetivos,! si! fueron! adecuadas! y!!
respetadas!las!dimensiones!matemática!y!didáctica!y!la!mediación!en!cada!bloque!y!sus!sesiones.!
Finalmente,! se! presentarán! ejemplos! concretos! para! documentar! la! trayectoria! seguida! y! el!
avance!logrado!o!las!limitaciones!encontradas.!!!!
!
5.1.1 Confrontación del Bloque I. Definiciones como objeto de estudio 
!
En!el!primer!bloque!se!pretendía!establecer!las!diferencias!de!trabajo!en!el!manejo!de!los!objetos!
matemáticos,! mientras! que! en! matemáticas! elementales,! los! objetos! se! describen;! en!
matemáticas! avanzadas,! los! objetos! se! definen.! Para! ello,! se! implementaron! dos! sesiones!
diseñadas,!respetando!en!la!primera!parte!de!cada!sesión!el!trabajo!en!equipos!mediado!por! las!
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sesión! 2,! se! convenció! de! que! la! definición! es! crucial! en! la! construcción! de! conocimiento!
matemático!y!que!los!estudiantes!no!tienen!un!manejo!apropiado!de!ellas.!!En!esta!sesión,!a!partir!





En! esta! parte,! se! esperaba! conducir! a! los! estudiantes! a! la! reflexión! ! sobre! objetos! o! conceptos!
matemáticos! conocidos! tales! como:! número! par,! impar,! primo,! subconjunto,! cuadrilátero,!
triángulo! isósceles,! ortocentro! con! la! intención! de! reconstruir! una! definición! negociada! y!
posteriormente! desde! una! definición! dada! (de! número! feliz)! que! los! estudiantes! en! el! equipo!
exhibieran! ejemplos! de! objetos! que! correspondieran! con! tal! definición.! Los! estudiantes! en! la!
primera! parte,! generarían! definiciones! compartidas! por! el! equipo! logradas! a! partir! de! sus!
conocimientos! y! experiencias! previas;! y,! en! la! segunda,! diferentes! ejemplos! compartidos! por! el!
equipo,! que! correspondieran! con! la! definición! formal! dada.! Posteriormente,! el! conocimiento!






Definiciones),! podemos! decir! que! para! la! tarea! de! reconstruir! definiciones,! los! estudiantes!
recordaron! y! compartieron! en! sus! equipos! algunos! ejemplos! específicos! del! objeto! o! concepto!
matemático,! al! igual! que! procedimientos! o! situaciones! en! los! cuales! fue! utilizado! durante! su!
trayectoria! escolar.! ! Aunque! eran! objetos! y! conceptos! en! su!mayoría! conocidos,! se! percibió! un!
manejo! parcial! de! las! definiciones.! Más! aún,! encontramos! que! exhibieron! “definiciones”!
negociadas!y!aceptadas!dentro!de!su!equipo,!caracterizadas!por:!
a)! Contener! una! lista! parcial! de! propiedades! o! características! del! objeto! o! concepto! (e.g.' Un'
número'a'divide'a'un'número'b' cuando' (equipo'D):' a' es'diferente'de'0;'Círculo' (equipo'H):'Una'
serie'de'puntos'alrededor'de'otro'punto'céntrico'donde'la'distancia'del'punto'céntrico'a'cualquier'
punto'de'la'serie'es'la'misma).!
b)! Ser! construidas! desde! algunos! ejemplos! concretos! (e.g.' Diálogo' del' equipo' C:' ' Entonces,' un'
número'par'es'aquel'que'se'puede'dividir'entre'él;'…'y'otros;'Sí,'porque'por'ejemplo'el'10'se'puede'
dividir'entre'él,'entre'5,'entre'2).!!!
c)! Presentar! ambigüedades! (e.g.' Número' par' (equipo' I):' es' aquel' que' se' puede' dividir' entre' sí'





número' es' primo' (equipos' G' e' I,' válida' ' sólo' en' el' dominio' de' los' enteros' positivos):' sólo' si' es'
divisible' entre' el' mismo' y' el' 1;' Triángulo' isósceles' (equipo' F' excluye' al' triángulo' equilátero):'
Polígono' de' tres' lados' con' dos' lados' iguales' y' uno' distinto;' Cuadrilátero' (equipo' C):' Figura'
geométrica'de'4'lados'rectos'que'son'paralelos)'
e)!Producir!definiciones! incoherentes!o!equivocadas! (e.g.!Dos' triángulos' son' semejantes' cuando'
(equipo'C):'alguno'de'sus'ángulos'o'de'sus' lados'pueden'ser' iguales;'Ortocentro'de'un' triángulo'
(equipo' A):' Es' el' punto' centro' de' un' círculo' que' toca' los' tres' vértices' de' un' triángulo;' Número'
impar' (equipo'C):' es' aquel' número'que' se'puede'dividir' entre' el'mismo' y' entre' 1;'Un'número'a'
divide'a'un'número'b'cuando'(equipo'G'e'I):'b=ka)!
f)!Exhibir!definiciones!correctas!pero!no!económicas! (e.g.'Dos' triángulos' son'semejantes'cuando'




número' impar' (equipos' A,' F,' G,' I)' es' el' que' puede' escribirse' de' la' forma:' 2n+1' para' n∈Ζ,'
{2n+1|n∈Ζ'};'Se'dice'que'A'es'subconjunto'de'B'si'(equipo'E'e'I):'x∈'A⇒x∈B'∀x∈A).'!!!
!
Las! características! a),! b),! c),! d)! y! e)! de! las! producciones! de! los! equipos! causaron! sorpresa! al!
profesor!que!condujo!la!sesión!y!evidenciaron!que!los!estudiantes!trabajan!los!objetos!y!conceptos!
de! manera! elemental.! Esto! lo! convenció! de! que! la! aproximación! estructural! a! los! objetos! y!
conceptos! matemáticos,! utilizada! por! la! mayoría! de! los! profesores! del! medio! en! el! que! se!
desarrolló! la! ID,!no! resulta!adecuada!y!puede!ser!el!origen!de! las!dificultades!que!enfrentan! los!
estudiantes! los! primeros! años! de! formación! en! matemáticas! avanzadas,! ya! que,! manipulan!
definiciones!formales!cuando!no!han!desarrollado!la!habilidad!para!construirlas.! !Por!su!parte,! la!






los! equipos,! para! poder! obtenerlas! y! dentro! de! esas! discusiones! lograron! salvarse! algunos!
desacuerdos!con!sustento!en!buenos!argumentos!(e.g.!Diálogo!en!el!equipo!A!acerca!de! la!duda!





Finalmente! esas! siete! características! son! datos! valiosos,! dado! que,! por! la! naturaleza! de! su!
organización,!están!centradas!completamente!en!el!pensamiento!de!los!estudiantes!que,!al!estar!




los! conceptos! involucrados!en!el!enunciado!de!una!proposición!matemática.!Para! lograr!que! los!
estudiantes!desarrollen!la!habilidad!de!desenvolver!definiciones,!además!de!apoyarlos!con!tareas!
de! reconstrucción! de! definiciones,! se! requieren! tareas! inversas.! En! ese! sentido,! en! la! primera!
sesión!también!se!les!presentó!una!actividad!en!la!que,!dada!una!definición!no!conocida!por!ellos!




en! pequeños! grupos,! los! estudiantes! se! mostraron! muy! concentrados! y! motivados! buscando!
ejemplos!genéricos!y!construyendo!espacios!de!ejemplos!(conjuntos!de!ejemplos!que!compartían!





una! relación! entre! interacción! y! aprendizaje! que! de!manera! simultánea! proporciona! avances! y!
limitaciones.!Tales!limitaciones!son!superadas!durante!el!momento!de!la!discusión!y!socialización!
en!gran!grupo!acompañados!por!el!profesor.!Además,!hemos!podido!seguir,!cómo!los!estudiantes!
transitan! desde! un! proceso! de! “describir”! a! un! proceso! de! “definir”! gracias! a! los! detalles!
entresacados! de! la! interacción! estudiantesBestudiantesBprofesor.! Durante! esta! dinámica,! hemos!
encontrado!las!siguientes!fortalezas:!!
!
i)! Los! estudiantes! proponen! definiciones! negociadas! con! sus! compañeros.! Esto! deja! ver! su!
pensamiento! y! permite! al! profesor! llevarlos! a! comprender! sus! definiciones! y! extenderlas! desde!
confrontar!con!las!producciones!de!otros,!demandar!argumentos,!ejemplos!y!explicaciones.!!
ii)!!Todas!las!definiciones!producidas!por!los!estudiantes!en!los!pequeños!grupos!son!compartidas.!!















Finalmente! en! esta! sesión! anticipamos! que! los! estudiantes! desarrollarían! habilidades! tanto!
sociales! como! cognitivas! para! negociar! las! definiciones,! construcción! y! uso! de! ejemplos! y! no!
ejemplos!y!encontrar!propiedades!que!los!apoyaran!como!organizadores!genéricos!para!construir!
espacios!de!ejemplos.!También!esperábamos!que! la!organización!en!pequeños!grupos!ayudara!a!
crear! un! ambiente! propicio! y! de! confianza! para! que! se! exhibieran! las! dificultades! de! los!
estudiantes!y! se!detectaran!errores!que!pudieran!corregirse!en!gran!grupo!y! sobre! todo,!que! la!
discusión! tuviera! como! referente! siempre! el! pensamiento! del! estudiante! y! no! el! del! profesor.!
Consideramos! que! en! esta! sesión,! efectivamente! se! han! desarrollado! habilidades! sociales! y!
cognitivas!para!la!transición!de!describir!objetos,!nociones!y!conceptos!matemáticos,!a!definirlos.!
también! consideramos! que! los! estudiantes! ya! están! preparados! para! dar! el! primer! paso! en! la!
construcción! de! demostraciones:! desenvolver! las! definiciones! presentes! en! el! enunciado! de! la!
proposición.!
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También,!particularmente!en! la! actividad!de!encontrar!números! felices! a!partir! de! la!definición,!
pudimos! ver! que! ponen! en! juego! habilidades! necesarias! para! el! matemático! profesional:! se!
centran!en!propiedades!invariantes!(e.g.!conmutar!cifras),!construyen!conjeturas!(e.g.!encuentran!
ciclos! en! el! proceso! de! verificar! y! construyen! conjeturas),! se! fijan! en! similitudes! de! ciertos!
números! felices! o! no! felices,! construyen! argumentos! y! cada! vez,! consiguen! enlazar!más! hechos!
para!conseguir!un!mayor!número!de!ejemplos!y!no!ejemplos.!En!el!trabajo!de!los!equipos!hemos!
observado!cómo!la!discusión!ha!permitido!que!la!construcción!y!exploración!de!ejemplos!se!vaya!





En! los! diálogos! de! los! equipos! se! aprecia! cómo! encuentran! en! esta! tarea,! en! cierto! grado,! un!
desafío!y!se!aventuran!cada!vez!más!en!la!búsqueda!de!ejemplos!más!complejos!y!estructurados!
que! les!permite!construir!algunas!conjeturas! (BRacciones),!para!obtener! (CRacciones)!espacios!de!
ejemplos! cada! vez! más! generales.! También! observamos! que! cuando! construyen! conjeturas!
basándose!en! las!similitudes!de! los!ejemplos!de!números! felices!encontrados! (e.g.!que!aparezca!
algún! dígito! igual)! basados! en! los! procesos! (e.g.! como! cuando! se! buscan! combinaciones! de!
cuadrados!perfectos!que!sumen!10)!no!logran!generar!espacios!de!ejemplos.!
!









La! parábola,! elipse! e! hipérbola! son! ejemplos! de! conceptos! matemáticos! que! los! estudiantes!
identifican!como!la!gráfica!de!una!función,!más!que!como!formas!geométricas!independientes.!Por!
esta! razón,! consideramos! relevante! tratar! con! dichas! formas.! Se! presentó! la! construcción! de! la!
parábola!como!un!objeto!complejo,!en!el!sentido!de!que!su!construcción!requiere!de!diferentes!
objetos! (punto,! recta,! mediatriz! de! una! recta)! y! conceptos! que! se! relacionan! (distancia! de! un!
punto! a! una! recta,! distancia! entre! puntos,! lugar! geométrico,! etc).! Se! pretendía! primero! que;! a!
partir! de! la! construcción! e! identificación! de! objetos! y! relaciones! entre! ellos,! los! estudiantes!
pudieran! construir! la! definición!de!parábola! como! lugar! geométrico.! En! esta! parte,! anticipamos!
que! los! estudiantes! llegarían! a! reconocer! que! tenían! una! recta! fija! y! un! punto! fijo! y! que! cada!
punto!en!el!plano!que!estuviera!a!la!misma!distancia!de!la!recta!fija!y!del!punto!fijo!pertenecía!a!la!
forma! geométrica! trazada! y! además! la! identificaran! con! la! gráfica! de! determinadas! funciones!
cuadráticas! (ya! conocidas! por! ellos).! Finalmente! que! pudieran! reconocerla! como! parábola! en!
ambos!casos.!
!
Más!adelante,! se!proponía! la! tarea! inversa,! es!decir,! se!daba! la!definición!de!elipse!e!hipérbola!
como! lugar!geométrico!y!se!pedía!que!ellos! realizaran! la!construcción.!En!este!caso!se!esperaba!
que!pudieran!realizar!la!construcción!en!Cabri!a!partir!de!la!definición!como!lugares!geométricos!y!
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de! sus! compañeros,! exhibiendo!algunas!debilidades!que! se! superaban!a!medida!que!usaban! los!
conceptos! u! objetos,! los! manipulaban! en! una! construcción! dinámica! y! discutían.! Algunas!
características!que!encontramos!en!esta!sesión!fueron:!
!
a)! Las! imprecisiones! en! el! lenguaje! provocaron! que! sus! ideas! no! fueran! entendidas! de! igual!
manera! por! todos,! eso! hizo! que! cada! vez! se! afinara! el! lenguaje! tomando! acuerdos! en! como!
denominar!a! los!objetos.! ! (e.g.! Fragmento!2B33!pp.!185B186! ,! cuando!utilizan! segmento,! recta! y!
línea!de!manera! indistinta).!También,!recordar!otros!conceptos,!objetos!y!procedimientos!donde!




intuitiva! ayudaran! en! la! exploración! de! diferentes! situaciones! y! en! consecuencia! en! la!
construcción!de! los!objetos,!conceptos!y!definiciones!operables,!al! transitar!del!ensayo!y!error!a!
métodos! transformacionales! (e.g.! Fragmento! 48B61! p.! 183! para! la! noción! de! mediatriz! de! un!
segmento! desde! un! conjunto! infinito! de! triángulos! isósceles! que! como! base! comparten! el!
segmento!dado).!
c)!los!estudiantes!guiados,!siguieron!la!construcción!dinámica!de!la!mediatriz!y!la!parábola,!aunque!
en! un! principio! sólo! las! concebían! como! representaciones! visuales! o! herramientas' de'
amplificación,! poco! a! poco! van! identificando! los! objetos! dependientes! e! independientes! y! en!
consecuencia! “posiciones! especiales”! que! los! llevan! a! reconocer! propiedades! invariantes! (e.g.!
Fragmento! 237B252,! pp.! 191B192! ! y! pueden! extraer! información! de! la!mediatriz! para! definir! la!
parábola!como!lugar!geométrico),!es!decir!la!construcción!es!ahora!tomada!como!herramienta'de'
reconceptualización'cognitiva.!!Para!Berger (1998),!el!proceso!de!amplificación!puede!verse!como!
la! metáfora! de! la! lupa,! a! través! de! la! lente! podemos! ampliar! para! ver! mejor,! sin! cambiar! la!




de! las! palabras! involucradas! con! algunos! conceptos! estudiados.! Tales! errores! se! fueron!
corrigiendo!con!el!curso!de!la!discusión!(e.g.!fragmento!125B141,!pp.!193B194,!al!buscar!la!relación!
del! foco! F! y! la! directriz! l! con! respecto! al! punto! P! sobre! la! parábola,! confunden! “relación”! con!






f)! Tres! de! los! cuatro! equipos! lograron! descubrir! relaciones! y! propiedades! importantes! de! los!






1)! Aunque! en! repetidas! ocasiones! el! profesor! deja! que! los! alumnos! expongan! su! ideas! y!
argumenten.! También,! se! tienen! momentos! en! los! que! no! pide! argumentos! y! descarta!
aportaciones!valiosas!sin!mayor!exploración!en!espera!de!la!aportación!que!él!tiene!en!mente!(e.g.!
Fragmento!40B45,!p.!195B196)!al!cuestionar!sobre!cómo!medir!distancia!de!un!punto!a!una!recta).!
2)! El! profesor! cuestiona! y! va! enlazando! los! argumentos! de! los! estudiantes,! sin! embargo,! en!










Las! tareas!de!esta! sesión! resultaron!de! suma! importancia!para! lograr! distinguir! los! atributos!de!
una!buena!definición:!concisa,!precisa,!consistente!con!otras!definiciones,!libre!de!ambigüedades,!
comprensible! dentro! del! nivel! de! conocimientos! ganados! en! la! interacción! en! gran! grupo.! En!
particular,! fue! posible! que! los! estudiantes! definieran! a! partir! de! la! construcción! de! un! objeto! y!
viceversa,! identificaran!objetos!de! la!construcción,!su!representación!y! las!relaciones!entre!ellos,!
logrando! con! ello! identificar! invariantes! y! validar! conjeturas! a! partir! de! ellos.! En! relación! al!
lenguaje,!cada!vez!lo!refinaron!y!utilizaron!de!manera!más!adecuada!para!lograr!el!manejo!grupal!
de!las!ideas.!
La! organización! de! las! diferentes! tareas! permitió! documentar! las! diferentes! etapas! de! la!
Abstracción!en!Contexto,! como!marco! teórico!utilizado!para!el!análisis.!Esto!se!apreció,! tanto!al!
construir! la! definición! de! parábola! a! partir! de! una! construcción! guiada,! como! al! construir! la!
representación!gráfica!de! la!elipse!y! la!hipérbola!a!partir!de! la!definición!como!lugar!geométrico!
(representación! verbal).! Esto! lo! observamos,! por! ejemplo,! cuando! después! de! realizar! la!
construcción!guiada!de! la!parábola!en!Cabri,! surgió! la!necesidad!para!este!constructo.! !Es!decir,!
cuando!movieron! el! punto! independiente! y! dejaron! la! traza! del! punto! dependiente,! obtuvieron!
una! forma! que! se! “parecía”! a! la! que! conocen! desde! el! contexto! de! las! funciones! cuadráticas.!
Luego,! surgieron!cuestionamientos!en!el!pequeño!grupo,!¿es! la!parábola!qué!conocemos?!¿Qué!
características!tiene?!¿Cómo!se!define?!!Esto!fue!una!expresión!de!la!necesidad!de!una!definición!
acordada! por! el! grupo,! que! posteriormente! se! construyó! enlazando! diferentes! acciones! de!
reconocimiento!de!elementos!y!constructos!previos!(propiedad!de!la!mediatriz,!lugar!geométrico,!
elementos!fijos,!elementos!dependientes!etc),!edificación!o!ensamblaje!de!los!mismos.!!!
La! sesión! fue! realizada! de! acuerdo! a! la! planificación;! se! utilizó! la! hoja! de! trabajo! diseñada.!!
Respecto! a! la! organización! y! a! las! interacciones,! se! trabajó,! primero! discutiendo! las! tareas! en!
pequeños! grupos! y,! posteriormente,! se! compartieron! en! gran! grupo! guiados! por! el! profesor.!
Aunque,!el!profesor!no!siempre!respetó!el!acuerdo!de!dejar!que!ellos!concretaran!las!acciones!e!




5.1.2 Confrontación del Bloque II. Aproximación a la actitud y rigor 
matemático 
!
Este! bloque! fue! diseñado! para! que! surgiera! la! necesidad! de! construir! una! definición! de!
proposición!matemática!desde!las!imágenes!de!los!estudiantes!acerca!de!este!concepto.!Para!ello,!
deben!reconocer!sus!componentes!y! los!elementos!que! les!permiten! identificarlas!en!diferentes!
contextos!matemáticos.!
En!la!práctica!de!los!matemáticos,!el!manejo!de!proposiciones!es!central!y!gran!parte!de!sus!tareas!
están! encaminadas! a! determinar! y! ! justificar! su! valor! de! verdad.! En! el! estudio! exploratorio,!
realizado!previamente!al!diseño!de!la!ID,!hemos!encontrado!que!los!estudiantes!que!se!inician!en!
la!disciplina!presentan!dificultades!para!enfrentar!tales!tareas.!Una!causa!de!fondo,!es!que!fallan!al!
identificar! hipótesis! y! conclusión! en! implicaciones,! y! más! aún! no! comprenden! el! papel! de! la!




matemática! formal,! en! la! mayoría! de! los! casos,! no! distingue! la! diferencia! entre! verificar! y!
demostrar.! Por! ello,! consideramos! importante! iniciarlo! en! la! construcción! de! ejemplos,! no!
ejemplos!y/o!contraejemplos!que! le!permitan!comprender! la!estructura!de! la!proposición,! tener!
casos! en! los! que! se! verifican,! o! en! los! que! no,! o! bien! un! caso! que! prueba! que! no! se! cumple!
siempre!y!en!consecuencia!a! intuir! la!manera!de!aproximarse!a! la!demostración.!En! las!sesiones!
diseñadas!para!este!bloque,!se!presentaron!oportunidades,!que!anticipamos!ayudarían!a!enfrentar!
y!superar!tales!conflictos.!En!relación!a!la!dimensión!didáctica!y!social,!se!continuaría!con!trabajo!





Los! estudiantes! que! participaron! en! la! sesión,! durante! el! semestre! trabajaron! en! clases!
organizadas!con!presentación!de!definiciones,!enunciados!de!proposiciones!y! teoremas,!algunos!
acompañados! de! su! demostración,! junto! con! ejercicios! donde! se! aplican! los! conocimientos!
adquiridos.!Sin!embargo,!no!hay!evidencia!en!sus!apuntes!que!muestre!alguna!explicación!sobre!lo!
qué!es!una!proposición,! como! identificarla! y!menos! cómo!demostrarla.!Más!bien,! a! lo! largo!del!
camino,! después! de! haber! visto! diferentes! enunciados! y! demostraciones! poco! a! poco! se! van!

















En! el! análisis! en! pequeño! grupo! encontramos! que! la! imagen! de! proposición!matemática! de! los!
estudiantes! está! relacionada! con! ecuaciones,! oraciones! falsas! o! verdaderas,! afirmaciones! o!
negaciones!y!propiedades!afirmativas!o!negativas!(fragmento!3B57!pp.!206B207!4.4.1.1 Análisis 
de definir proposiciones matemáticas).!El!intercambio!de!ideas!e!interacción!los!lleva!a!depurar!
el!lenguaje!y!llegar!a!!definirla!como:!«enunciado!cuyas!propiedades!son!afirmativas!o!negativas»!!y!
en! el! caso! en! que! las! proposiciones! sean! verdad! se!maneja! una! relación! entre! dos! oraciones! o!








A! continuación! para! reconocer! proposiciones! matemáticas! (fragmento! 33B38,! p.! 208),! usan! la!







De! la!misma!manera! (ver! fragmento!39B50,!p.!208B209)!para!decidir! si! Rb+√(b2R4ac)]/2a! ! y!3+n+n2!!
(ítems! 2! y! 4)! son! proposiciones!matemáticas,! argumentan! que! no! se! puede! decidir! su! valor! de!
verdad!ya!que!carecen!de!signo!de!igualdad!y!de!otra!expresión!o!número!para!“comparar”.!!
!
En!relación!al! lenguaje,!observamos!que!el! sentido!de! las!palabras!afirmativo!y!negativo! lo!usan!
para! indicar! verdad! o! falso.! Sin! embargo,! esto! no! necesariamente! tiene! el! mismo! significado.!
También!encontramos!que!de!manera!progresiva!mejora!la!precisión!del!lenguaje!utilizado!por!los!
estudiantes! a! lo! largo! del! proceso! de! construcción.! De! acuerdo! con! Kildron! (2008)! y! de!Gilboa,!




Para! el! tercer! ítem,! decidir! si! el! enunciado,' los' triángulos' XYZ' y' RST' son' semejantes,! era! una!
proposición! matemática,! los! estudiantes! deciden! que! sí! lo! es,! porque! tienen! la! propiedad! de!
semejanza!y!los!triángulos,!así!que!pueden!decidir!sobre!su!valor!de!verdad!(ver!fragmento!42B50,!
p.! 209).! Este! es! un! componente! importante! para! la! emergencia! del! nuevo! constructo,! aunque!
todavía!se!perciba!frágil,!ya!que,!se!reconoce!que!el!enunciado!es!una!proposición.!
!
Para! el! quinto! ítem,! sen'π/2' <' sen'π/4,! están! de! acuerdo! en! que! es! proposición!matemática! al!
tener! en! cuenta! que! la! relación,! “<”! les! permite! decidir! si! es! falso! o! verdad! el! enunciado.! El!
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proceso! de! construcción,! hasta! el! momento! les! permite! reconocer! que! para! que! haya! una!
proposición!matemática!se!necesita!la!presencia!de!una!relación!(fragmento!52B60,!p.!209).!
!
Finalmente! para! el! sexto! ítem,! decidir! si! el! enunciado,! para' todo' ángulo! t,! sen2' t+cos2' t=1,! es!




en! la! definición! de! proposición! que! permitieron! su! construcción.! Al! compartir! las! respuestas,!
durante!la!socialización,!el!profesor!concentra!todas!las!participaciones!de!los!estudiantes!y!les!da!






proposición.! Encontramos! que:! utilizan! el! criterio! de! manera! completa! y! adecuada! desde! el!
trabajo!en!pequeño!grupo,!aunque!en!ese!momento!dependía!de!ejemplos!específicos.!!
Para!fortalecer!el!criterio!anterior,!el!profesor!reestructura!la!pregunta!para!ver!si!es!proposición!
matemática,! por! ¿pueden! determinar! si! es! falso' o! verdad?! ! Esta! pregunta! es! generadora! de!
participaciones! focalizadas! y! razonadas! entre! los! alumnos! y! deriva! en! la! respuesta! correcta.!
Deciden!que!los!ítems!1,!2,!4!no!son!proposiciones!por!no!tener!valores!y!alguna!relación!que!les!
permita!decidir!sobre!su!valor!de!verdad.!En!el!tercer!ítem!deciden!que!sólo!en!caso!de!tener!los!








La! tarea! propuesta! fue! identificar! y! justificar! de! una! lista! de! cinco! proposiciones! matemáticas!
cuáles!eran!verdad!y!cuáles!no.!Se!esperaba!que!este!ejercicio,!además!de!iniciar!la!consolidación!









real! (ver! Ítem! 1,! Fragmento! 258B287,! pp.! 212B213),! en! la! interacción! en! el! equipo,! trataron! de!
encontrar! un! contraejemplo! pensando! en! un! número! negativo,! que! funcionaría! para! refutar! la!
proposición!en!el! caso!de! la! raíz! cuadrada.!De!entrada! les!pareció!difícil!probar!que!era!verdad,!
intentaron!ver! si! era! falsa! y! reconocieron!el!papel!de! los! contraejemplos.! Se!percibe! cuidado!al!
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mismo! que! con! las! raíces! cuadradas,! es! decir,! dos! números! negativos! al! multiplicarlos! no! te!










Para!decidir!el!valor!de!verdad!de! la!proposición:!x2+y2>1,!donde!x!e!y!son!números!reales! ! (ver!







Con! el! afán! de! que! todos! queden! convencidos! de! que! la! proposición! es! F,! siguen! buscando!
contraejemplos.!Se!percibe!que!no!es!suficiente!exhibir!uno!como!demostración.!En!esa!búsqueda,!
los! conectivos! (o/y)! representan! un! conflicto! para! la! comunicación.! Buscando! mejorar! la!
comprensión,! dan! importancia! del! uso! adecuado! de! los! conectivos! para! continuar! con! la!
construcción! de! los! contraejemplos.! Finalmente! se! aprecia! en! los! contraejemplos! encontrados!
(x=y=0;'x=1,y=0;'y,'x=0,'y=1)!que!respaldaron!la!falsedad!de!la!proposición!tomando!en!cuenta!los!
constructos! previos! específicos,! uso! de! conectivos! e! hipótesis.! En! la! actividad! participaron! dos!
equipos!y!uno!de!ellos!no!presentó!gran!avance!en!este!ítem.!!
!
Durante! la! discusión! en! grupo! (Fragmento! 288B302! pp.! 214B215)! primero! se! consideró! que! el!
enunciado! es! ambigüo! ya! que! la! palabra! “donde”! se! presta! a!más! de! una! interpretación.! Para!









estudiantes! llegan! a! que,! al! no! tener! valores! definidos! (cuantificados)! entonces! no! es! posible!
decidir!su!valor!de!verdad!y!por!tanto!no!es!proposición!matemática.!
No! encontramos! una! intervención! del! profesor! en! la! que! se! aclare! “la! ambigüedad”,! aunque!
tampoco! se! siente! un! desconcierto! por! parte! de! los! estudiantes! y! el! acuerdo! final! parece!
convenido!por!el!grupo.!También!creemos!que!el!cuidado!que!se!observa!en!el!lenguaje!!muestra!








log7' x! ! significa! «! a! qué! numero! tendría! que! elevar! el! 7! para! que! me! dé! [x]! mayor! que! 0! ».!
Pensaron! en! algunos! números! y! propusieron! como! contraejemplo! x=1,' a=0! y! erróneamente!
piensan! que! es! único.! Aquí! concibieron! de! manera! adecuada! el! lenguaje! de! los! exponentes,!
aunque!con!problemas!con!el!concepto,!necesitan!verbalizar!sucesivas!veces! lo!que!entendieron!
hasta! lograr! su! construcción! definitiva.! La! dificultad! radica! en! que,! por! un! lado! tienen! una!






1)! la! edificación! del! significado! de! contraejemplo,! 2)! un! proceso! de! consolidación! del! concepto!
recién! construido,! buscando! afianzarlo! con! herramientas! algebraicas! primarias! que! les! aclare! el!
papel!del!exponente,! con!diferentes!ejemplos!y!cambiando!de!notación!y!3)!edificando!sobre!el!
papel!de!la!hipótesis!en!una!implicación.!Luego!de!una!lucha!con!los!tres!procesos!mencionados,!
concluyeron! la! discusión! y! decidiendo! que,! «7p=x,' ' 70=1,! ' x>0' pero' log71=0' y! no! cumple! la!
proposición»' por! lo! tanto! la! la! proposición! es! F! mostrando! comprensión! del! papel! de! los!
contraejemplos.!
!!









También! vemos! aquí! influencia! del! ejercicio! anterior,! dado! que! en! ambos! aparece! la! palabra!























no! tiene! una! raíz! entera! positiva”,! es! verdad! (ver! Ítem! 5,! fragmento! 120B176,! p.! 218B219).! En!
equipo,! reconocieron! que! la! fórmula! general! para! resolver! ecuaciones! de! segundo! grado! era!












Finalmente,! revisaron! información! relevante! y! ordenaron! sus! cálculos.! Un! alumno! pidió! tener!
mayor! cuidado! en! la! decisión! y! pensar! que! pasaría! con! la! solución! encontrada! (1–b/a)! si!a! o!b'









En! gran! grupo! se! percibió! inmediatez! y! confianza! en! el!manejo! de! la! definición!de!divisibilidad,!
incluida!en!una!hoja!de!trabajo!previa!sobre!construcción!de!definiciones!donde!sí!se!exhibieron!
dificultades!con!esta!definición!(p.!142).!!Aunque!durante!la!interacción!no!se!explicitaron!las!ideas!
de! cada! alumno,! revisando! la! interacción! en! pequeños! grupos! y! sus! producciones! escritas! se!








En! esta! parte! esperábamos! que! identificaran! la! forma! “si,…,! entonces”! de! una! implicación,! las!
variantes! de! esta! forma! y! sus! componentes! (hipótesis! y! conclusión).! Primero! se! exploraría! en!
pequeño! grupo! sobre! lo! que! entendían! por! hipótesis! y! por! conclusión! en! el! contexto! de! las!
implicaciones.! Posteriormente,! se! les! proporcionaría! una! lista! de! siete! implicaciones! con!







embargo,! en! un! intento! por! profundizar,! pensaron! en! la! hipótesis! como! “propiedad”! y! esto! lo!
justificaron! con! el! ejemplo,! «sea' x' un' entero…' es' una' hipótesis,' una' propiedad»,! después! de!
considerarlo!como!una!propiedad,!pasan!a!considerarlo! ! “evento”!y! lo!vinculan!con!el!hecho!de!
que,!de!ella!se!extrae!la!conclusión!para!considerar!la!hipótesis!como!evento!independiente.!Tras!
esta! consideración! y! dado! que! si! “ocurre”! la! hipótesis! entonces! “ocurre”! la! conclusión,! la!
conclusión!sería!un!evento!que!está!en!función!de!ella.!
Observamos! en! esta! interacción,! que! tienden! a! buscar! similitudes! usando! términos! no!
matemáticos!para!expresar!conceptos!de!forma!poco!ajustada.!Por!ejemplo,!en!matemáticas,!en!
una! hipótesis! se! establece! o! controla! las! “propiedades! o! características”! que! se! deben! tener,!
mientras!que!en!un!evento!no!puedes!determinar!su!ocurrencia.!






















hipótesis! puede! ser! falsa! o!verdad;! las! tablas!de! verdad!que! ya!ha! visto! se! impusieron! sobre! la!
construcción! que! se! hizo! de! la! implicación.! Por! otro! lado,! una! alumna! mostró! confusión! en!




los! participantes! e! intervinieron! conceptos! que! aún! no! se! diferencian! y! utilizaron! la! palabra!
“contradicción”!ligada!al!sentido!de!“falsedad”.!!











cuando! aparecen! palabras! clave! como! “si…! entonces”,! cuando! no! aparecen! e! incluso! cuando!
aparece! antes! la! conclusión! que! la! hipótesis.! Se! pretende! que! sepan! distinguir! el! papel! que!
cumplen! cada! una! de! ellas! en! una! proposición! condicional! para! que! cuando! se! llegue! a! la!
realización!de!demostraciones!sepan!distinguir!de!dónde!deben!partir!y!a!dónde!deben!llegar.!Para!






















equipos!no!respondió! la!tarea!y! !en!el!otro,! identificaron!que!el!enunciado!no!presenta! la!forma!
habitual!de!una! implicación,!no!se!mencionó!ninguna!de! las!dos!palabras!que! la! identifican! (si!y!
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entonces)!y!tampoco!algún!sinónimo!como!en!los!casos!previos.!Primero!trataron!de!formular! la!
implicación! en! la! estructura! si' …' entonces! para! identificar! sus! componentes.! Lograron! la!
construcción! del! significado! cuando! encontraron! el! sentido! de! la! implicación,! apuntando! que! la!
hipótesis!era!“[si!consideramos]!los!n!primeros!enteros!positivos”!!y!la!conclusión,!la!fórmula!para!
la! suma.!No!obstante,!en! su!escrito! se!especificó! lo! contrario!de! lo! señalado!en!el!diálogo.!Esto!
puede!atribuirse!a!la!forma!en!que!se!enunció,!«todo!esto!es!la!suma![n(n+1)/2]!en!consecuencia!
de!tener!los!primeros!enteros!positivos»!y!el!estudiante!que!registró!el!acuerdo!invirtió!el!orden,!





algunas!discrepancias.!Ante!esta! situación,! se! sugirió! revisar!el!papel!de! la!hipótesis,! se!puso!en!
duda!que!la!fórmula!actuara!como!hipótesis,!ya!que!la!fórmula!funciona!con!números!que!no!sean!




positivos' con√pq≠(p+q)/2' entonces' p≠q,! ! dada! la! forma! habitual! de! la! proposición,! los! alumnos!
identificaron!el!si!y!el!entonces!!y!a!partir!de!ello!encontraron!la!hipótesis!y!conclusión.!
No!obstante,!una!alumna!puso!en! consideración!del! equipo!el! intercambio!de! los!papeles!de! la!
hipótesis!y!la!conclusión!mostrando!que!aún!no!reconocía!su!función.!Pero,!como!respuesta,!otro!
estudiante! presentó! argumentos! que! dan!muestra! de! actitud! de! precisión! y! rigor! al! utilizar! un!
ejemplo! con! el! que! intenta!mostrar! la! incoherencia! puesta! en! juego.! Otro! estudiante! intervino!
para!volver!a!la!tarea!que!consistía!sólo!en!identificar!hipótesis!y!conclusión!de!la!implicación!tal!








otro! lado,! encontramos! que! la! misma! alumna! mencionada! anteriormente,! intentó! cambiar! el!









si! de! la! conclusión! puede! llegar! a! la! hipótesis! para! justificar! su! intercambio.! Esto! se! consiguió!














verdad! de! un! enunciado,! es! un! elemento! esencial! para! construir! la! definición! de! proposición!
matemática.! Esta! idea! se! afinó! en! gran! grupo! permitiendo! la! construcción! de! la! definición! del!
concepto.!
La!definición! recién!construida! se!puso!a!prueba!en! los!pequeños!grupos!al! lograr!distinguir,!de!
una! lista! de! seis! enunciados,! dos! que! eran! proposiciones! matemáticas! y! dos! que! eran! sólo!
enunciados.! Los! otros! dos! enunciados! fueron! considerados! de! manera! errónea! proposiciones!
matemáticas! al! no! darse! cuenta! de! los! elementos! faltantes! para! ello! (la! falta! de! valores! de! los!
parámetros,' la! falta! de! las! imágenes! o! de! las! características! de! los! objetos! en! cuestión).! Estos!
errores! fueron! exhibidos! durante! la! socialización! en! gran! grupo! y! al! revisar! con! cuidado! la!
definición,! se! dieron! cuenta! de! la! imposibilidad! de! decidir! su! valor! de! verdad! al! faltar! los!
elementos!mencionados.!!!!
!
También! encontramos! que! en! pequeño! grupo! lograron! construir! argumentos! relevantes! para!
justificar!el!valor!de!verdad!de!cinco!proposiciones!propuestas.!Construyeron!ejemplos,!buscaron!
contraejemplos! (a! veces! pensando! que! es! suficiente! uno,! a! veces! buscando! más! de! uno),!






el! papel! condicional! de! la! hipótesis,! buscaron! y! aplicaron! herramientas! conocidas! que! los!




los! estudiantes! construyan! el! significado! de! la! hipótesis! y! la! conclusión! y! que! sean! capaces! de!
reconocerlas! aún! en! casos! en! los! que! no! aparece! la! implicación! en! la! forma! tradicional! si! …!
















fue! congruente! con! lo! planeado! y! además! fue! adecuada! para! lograr! que! en! pequeños! grupos!
construyeran! la! definición! de! proposición! matemática,! que! identificaran! una! proposición!
matemática! y! fueran! capaces! de! justificar! su! valor! de! verdad,! así! como! definir! y! reconocer!
hipótesis! y! conclusión! en! implicaciones.! Como! observamos,! lo! anterior! se! cumple! de! manera!









proposiciones! compuestas! de! otras! simples.! La! organización! de! la! sesión! fue! planeada! para!






Inicialmente! se! planeó! para! una! sola! sesión! y! al! no! ser! suficiente! se! extendió! a! dos! sesiones.!
Enseguida!veamos!lo!ocurrido!en!cada!una!de!ellas.!
#





Para! el! enunciado,! (1)' a' Sofía' le' gustan' mucho' las' fresas,! en! uno! de! los! equipos! se! omitió! el!
cuantificador!“mucho”!y!en!otro!se!realizó!de!manera!correcta,!en!la!interacción!en!gran!grupo!se!
discute!acerca!de!la!necesidad!de!utilizarlos!y!el!profesor!explicó!con!ejemplos.!!
Para! las! negaciones! de! los! enunciados! (2)' a'Óscar' no' le' gusta' la'mayonesa! y! (3)' hoy' es' un' día'
lluvioso,!!no!se!presentó!ningún!problema.!!
En! las!proposiciones,! (4)'cada'aula'tiene'una'silla'que'no'está'rota,! (5)'todos' los'estudiantes'son'









Para! el! enunciado,! (7)' Sofía' es' alta' y' delgada,! en! un! equipo! en! forma! correcta! llegaron! a! la!
negación,!Sofía'no'es'alta'o'no'es'delgada,'mientras!que!en!el!otro!equipo!negar!era!equivalente!a!
sólo! agregar! “no”! y! erróneamente! acordaron!que!Sofía' no' es' alta' ni' delgada.! En! gran! grupo! se!
discutió! y! llegaron! a! la! forma! correcta! de! negar! haciendo! explícito! que! la! “disyunción”! niega! la!
“conjunción.!Para!el!enunciado!(8)'1≤x≤3,!que!tienen!el!conectivo!de!la!conjunción,!!en!un!equipo!
sólo! cambiaron! el! sentido! de! la! desigualdad! (1>x>3),! mientras! que! en! otro,! además! asociaron!
“significado!opuesto”!de!la!desigualdad!con!“opuesto”!de!un!número!y!es!por!eso!que!se!insiste!en!
anteponer!el!signo!“menos”!a!los!números!de!la!desigualdad'(R3≤x≤R1).!En!gran!grupo!el!profesor!
escribió!por! separado! las! desigualdades,! explicitó! la! conjunción! y! relacionó! con!un!diagrama!de!





“y”! puedan! construir! la! tabla! de! verdad! de! la! conjunción.! Los! enunciados! fueron:! (P)' hoy' está'
lloviendo'y'(Q)'hoy'hace'frío.!#
!
En! los! equipos,! para! llenar! la! tabla! de! verdad! no! hay! discusión! y! análisis,! fue! una! tarea! que!





excluyente.'La! tarea!era!que! construyeran! las! tablas!de!verdad!de! la!disyunción!para!el! caso!no!
excluyente! (o!bien!P! o!bien!Q! o!ambas),!derivando! información!desde! !el! enunciado:!«Nuestros!
clientes!en!posición!de!la!credencial!de!estudiante!o!empleado!de!la!universidad!tendrán!derecho!
al! 15%! de! descuento».! Esta! tarea! fue! realizada! en! forma! correcta! por! ambos! equipos.! En! la!
interacción,! reconocieron!el! símbolo!utilizado!para! la!disyunción! y! lo! asociaron! con! la!unión.! Se!
exhibieron! ejemplos! para! que! se! entendiera! la! diferencia! entre! el! sentido! excluyente! y! el! no!
excluyente,! pero! no! fue! entendido! por! todos,! dado! que! para! construir! la! tabla! de! verdad,! se!
produjeron! desacuerdos! aunque! se! obtuvo! de! forma! correcta.! Socializar! las! respuestas! en! gran!
grupo!transcurre!sin!problemas.'
#
Tarea' 4' (Fragmento' 107R113,' p.' 23):' Construcción' de' la' tabla' de' verdad' de' la' disyunción'
excluyente.'Para! construir! la! tabla!de! verdad!de! la! disyunción!excluyente! (o!bien!P! o! bien!Q! no!
ambas)! la! situación! dada! fue:!Una' niña' se' empeña' en' que' su' padre' la' lleve' el' domingo' por' la'
mañana'al'parque'y'por'la'tarde'al'cine'de'su'barrio.'El'padre'le'dice:'«No.'Saldremos'por'la'tarde'e'





5.1.2.2.2 Sesión 4b: Conectivos lógicos 
!
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En!esta! sesión!continúan!para!concluir! la!hoja!de! trabajo!4.!Al! igual!que!antes,!debían!construir!
tablas! de! verdad! a! partir! del! análisis! de! algunas! proposiciones! pero! ahora! se! ocuparían! de! la!
implicación!y!de!la!equivalencia.!En!esta!sesión!se!presentaron!inconvenientes!para!la!grabación,!










El! trabajo! de! uno! de! los! equipos! mostró! que! entendían! la! implicación! en! el! sentido! de!
dependencia! de! la! hipótesis.! Mientras! que! el! otro! ! equipo,! omitió! “esta! tarde”! al! construir! la!





es! el! mismo.! Esto! es! importante! ya! que! en! el! estudio! exploratorio! se! encontró! como! error!
recurrente!el!de!la!recíproca![ver!sección!3.2.3 Estudio de un caso del grupo A,!p.!79].!
Enseguida! se! comenta! que! existen! formas! equivalentes! a! este! enunciado,! se! les! mostraron!
ejemplos! y! se! les! pidió! que! intentaran! completar! con! otras.! En! sus! producciones! encontramos!
enunciados!equivalentes!tales!como:!Sofía'y'Óscar'verán'una'película'en'la'tarde'sólo'si'hoy'está'
lloviendo;! Si' Sofía' y' Óscar' no' ven' una' película' en' la' tarde,' tampoco' estará' lloviendo' hoy.! No!
obstante,! en! otras! formas! se! omitió! la! temporalidad! (en! la! tarde)! y! también! presentaron! la!
implicación!interpretándola!vinculada!a!la!“ocurrencia”:!Si'ocurre'P'entonces'ocurre'Q.!Antes,!en!la!
sesión! 3! [4.4.1 Proposiciones matemáticas,! p.! 205],! vimos! que! el! contexto! cotidiano! es!
frecuente! vincular! “ocurre”! con! verdad! y! esto! propicia! que! vean! las! proposiciones! como!
“eventos”.!!
A! continuación! completaron! la! tabla! de! verdad! de! la! implicación! y! su! recíproca! a! partir! de!
enunciados!trabajados.!Se!insistió!en!que!para!ello!interesaba!saber,!por!ejemplo,!¿cuándo!es!falso!




el! papel! condicional! de! la! hipótesis! y! se! estableciera! una! relación! entre! la! tabla! de! verdad! y! el!
proceso! de! demostración,! en! virtud! de! que! se! insistía! en! que! la! hipótesis! podía! ser! falsa! o!
verdadera.!Para!explorar!y!comprender!esto,!se!consideraron!las!posibilidades!de!la!implicación:!1)!
P! (V),!Q' (V);! ! 2)!P! (V),!Q' (F);! ! 3)!P' (F),!Q' (F);! y!4)!P' (F),!Q' (V).! Luego,!el!profesor! los! cuestionó!y!













Finalmente! se! les! propuso! el! ejemplo;! Eduardo' dijo:' «voy' al' banco' y' si' está' abierto' traeré'mil'
pesos».! Usando! esto! se! les! pide! que! realicen! una! deducción! si! se! sabe! que! «viene! con! los!mil!
pesos».!En!ambos!equipos!la!respuesta!fue!adecuada,!«entonces!el!banco!está!abierto».!
!
Tarea' 6:' Construcción' de' la' tabla' de' verdad' de' la' bicondicional.'En! esta! tarea! se! dio! una! breve!
introducción! al! conectivo!↔! ,! y! a! su! uso! en! matemáticas! para! indicar! que! se! dan! de! manera!
simultánea! los! casos! !P→'Q! y!Q→' P.'También! se! indicó!que! se! lee:!P' si' y' sólo' si'Q'o!bien!P'es'
necesario'y'suficiente'para'Q.!Los!alumnos!con!ayuda!de!las!tablas!anteriores!debían!completar!la!
tabla!de!valores!de!verdad!de!la!bicondicional.'
Los! dos! equipos! realizaron!de! forma! correcta! la! tabla.!No!obstante,! vienen! arrastrando!el! error!
derivado!de! la!tabla!de! la! implicación!y! la!recíproca,!que!al! final!fue!atendido!en!gran!grupo!y!al!
socializar! los! resultados! fueron! los! alumnos! mismos,! quienes! corrigieron! su! error! mostrando!




Tarea' 7:' Retos' sobre' leyes' lógicas.' Esta! tarea! fue! posterior! a! la! socialización! de! las! tareas!
anteriores.!Para!empezar!se! les!dio! la!definición!de!una! ley' lógica! como!una!proposición!que!es!
verdad! cualquiera! que! sea! el! valor! de! verdad! o! falsedad! de! sus! componentes.! Enseguida! se! les!
proporcionó! el! ejemplo! de! la! ley% de% noLcontradicción! (noR(A' y' noRA))' plasmada! en! su! tabla! de!
verdad!como!tautología.!








Uno! de! los! equipos! mostró! justificaciones! rápidas! y! poco! cuidadas! y! se! limitaron! a!
interpretaciones! vagas! de! las! leyes! lógicas.' ' En! contraste,! ! en! el! otro! equipo,! construyeron! de!
manera!correcta!tablas!de!verdad!y!mostraron!buen!manejo!en!todos!los!casos.'
!
5.1.2.2.3 Conclusiones de las sesiones 4 a y 4 b  
!
En! conclusión,! para! estas! sesiones! se! diseñó! una! hoja! de! trabajo! con! el! propósito! de! que!
comprendieran!el!significado!de!los!conectivos!lógicos,! las!tablas!de!verdad!asociadas!y!que!esto!
se! !vinculara!al!proceso!de!demostración.!Aunque!en!uno!de! los!equipos!(B)!mostraron!un!buen!
desempeño,! encontramos! por! otra! parte,! errores! en! el! otro! equipo! (A)! (e.g.! en! la! tarea! de!
construir! la! tablas! de! condicional! y! bicondicional)! que! son! tratados! en! la! socialización! y! que! se!
puso! especial! énfasis! en! la! importancia! que! tienen! las! tablas! de! verdad! en! el! proceso! de!
demostración!y! los!estudiantes!mostraron!comprensión.!Sin!embargo,!podemos!ver!que!cuando!
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los! estudiantes! realizaron! la! tarea! de! desafío! para! construir! sus! argumentaciones,! en! el!mismo!
equipo!que!mostró!mayores!errores!y!menor!cuidado!no!tuvieron!en!cuenta!los!valores!de!verdad!
para!justificar!que!son!leyes!lógicas!aún!y!cuando!debían!probar!que!son!V!en!todos!los!casos.!En!




















5.1.2.3.1 Sesión 5 a 
#
Tarea'1.'Se' involucra'un'número' finito'de'casos.'En!esta! tarea,!a!partir!de! la!afirmación,!en'este'
salón'todos'tienen'menos'de'19'años,! los!alumnos!describieron!algún!camino!para!averiguar!si!el!
enunciado! era! falso! o! verdadero.! Las! respuesta! en! ambos! equipos! nos! dejó! ver! que;! para!
confirmar! que! la! afirmación! es! falsa! basta! con! exhibir! un! ejemplo! para! el! que! no! se! cumpla.! Y!





Tarea' 2' (Fragmentos' 7R30,' p.' 237' y' 214R220,' p.' 238):' Cómo' probar' verdadero' o' falso.' En! esta!
actividad!se!les!pedía!que!mencionaran!qué!se!necesita!para!probar!que!un!enunciado!es!falso!y!
qué!para!probar!que!es!verdad.!En!un!equipo,!para!probar!que!un!enunciado!es!falso!se!reconoció!
la! necesidad! de! encontrar! un! ejemplo! que! cumpliera! con! la! hipótesis! y! que! «contradiga! el!
enunciado»,!o!bien! la!conclusión!sea! falsa.!Ellos!pretendían!probar!que!es! falso!el!enunciado,! la!
palabra! “contradiga”! los! llevó! a! enfatizar! que! el! ejemplo! debe! ser! verdad.! Por! otra! parte,!
consideraron! que! «no! encontrar! ningún! ejemplo! que! haga! falso! el! enunciado»! constituye! una!
prueba!de!que!es!verdad,!no!obstante!“no!encontrar”!no!constituye!una!garantía!de!no!existencia.!









En! gran! grupo! no! se! exhibe! el! conflicto! de! la! discusión! en! equipos,! encontrar! un! ejemplo!
verdadero! que! contradiga! el! enunciado,! es! decir! un! contraejemplo.! Aquí! para! probar! que! un!
enunciado! es! falso! fue! suficiente! encontrar! un! ejemplo! que! hiciera! falso! el! enunciado.! Aunque!
esto!último!no!se!hizo!explícito!ni!se!insistió!en!ello!como!en!los!equipos.!Para!que!fuera!verdad!el!
enunciado,! se! reconoció! la! necesidad! de! ver! que! todos! los! ejemplos! lo! cumplieran! y! para! que!
fuera! falso' era! suficiente! uno! que! no! cumpliera.! Finalmente! el! profesor! rescató! elementos!
centrales!y!mencionó!como!técnica!de!demostración!el!método!exhaustivo.!Sin!embargo,!algo!que!
















un! ejemplo! hacia! verdad! la! proposición! y! cualquier! otro! primo! era! un! contraejemplo,! ahora!
sucedía! lo! contrario,! únicamente! el! 2! era! un! contraejemplo! y! cualquier! otro! primo! hacía! V! la!
proposición.!Probablemente!esto!hizo!que!algunos!se!concentraran!en!buscar!cómo!hacer!que!el!2!














En!un!equipo! se!analizó! la! transcripción,!percibiendo!que! se! siguen! tres! líneas!discursivas!y!que!
insistentemente! se! saltan! de! una! a! otra.! Las! líneas! son:! 1)! ensayar! con! diferentes! números,! 2)!












que! era! verdad! el! enunciado,! aunque! buscaban! un! contraejemplo,! mostrando! comprensión! de!
que!la!dificultad!para!exhibir!un!contraejemplo!no!garantiza!la!no!existencia.!No!obstante!para!tal!
búsqueda! ensayaron! con! números! cada! vez! más! grandes! dejando! ver! su! creencia! de! que! la!





en! los! resultados! de! los! ejemplos.! Los! estudiantes! insistieron! en! generalizar! a! partir! de! la!
búsqueda! de! un! patrón! basados! en! resultados! de! los! ejemplos! (RPG! ver! p.! 26! y! Harel! 2001,! p.!
191).! Esto! fue! visible! cuando! expresan! que! el! número! obtenido! de! n2+n! es! siempre! par! y! al!
sumarle! 41! resultaba! impar.! Este! patrón! lo! basaron! en! ejemplos! encontrados! y! no! en! su!
estructura.! Aunque! esta! conjetura! es! cierta! y! es! sencillo! probarla,! no! lo! hicieron.! Ensayaron!
también!sobre!la!paridad!vinculando!con!fuerza!la!definición!de!número!primo!asociada!a!impar.!
Esto!lo!vimos!cuando!piensan!en!el!2!como!no!primo!y!número!primo!lo!entienden!como!impar,!
aunque! al! final! acordaron! que! no! todos! los! impares! son! primos.! Por! otro! lado,! buscando! otra!
manera! de! averiguar! el! valor! de! verdad! de! la! proposición,! intentaron! transformar! la! expresión!
n2+n+41! en! 4k2+6k+43! al! considerar! a! n! de! la! forma! 2k+1! y! se! plantearon! igualar! la! expresión!
4k2+6k+43! a! un! primo!p,! realizaron!manipulación! algebraica! y! obtuvieron! diferentes! valores! de!
verdad!en! cada!parte!de! la! igualdad!para! llegar! con!ello! a! una! contradicción.! Esto!deja! ver! que!
intuían! que! era! F! la! proposición! y! pensaron! en! la! demostración! por! reducción! al! absurdo.! No!
obstante,!abandonan!este!camino.'
!




sea! primo.! Al! tratar! de! probar! que! F(k+1)! era! primo! obtuvieron! de! n2+n+41! la! expresión!




procedimientos! algebraicos! erróneos! en! un! intento! por! generalizar! y! acomodar! las! expresiones!












general! es! válido! con! un! ejemplo! específico,! o! quizás! con! varios! ejemplos,! es! suficiente! como!
demostración.! También! en! los! estudios! que! realizó! Wason! (1966),! observó! que! los! sujetos!
mostraban!el! sesgo!de! la! confirmación,!es!decir,! el!principal!error!que! tienen! los!estudiantes!es!
que! intentan!encontrar!evidencia!que!confirme! la! regla!en! lugar!de!buscar!una!evidencia!que! la!
falsee.!Por!otra!parte,!en! los!estudios!realizados!por!Lehrer!&!Romberg!(1999),! la!dificultad!para!
encontrar!un!contraejemplo!es!tomada!por!los!alumnos!como!una!verificación!de!la!proposición.!





les! proyectó! un! video35!donde! aparece! un! acertijo,! que! es! necesario! contestar! para! conocer! el!
número!que!les!daría!apertura!a!una!puerta!de!seguridad.!El!acertijo!es:!¿qué!número!sigue!en!la!
serie! 313,! 331,! 367?! Se! le! pidió! al! profesor! que! no! realizara! sugerencias! y! los! dejara! trabajar!
interviniendo! sólo!en! caso!necesario! y!a!manera!de! cuestionamiento.!No!obstante,! sugirió!a! los!
alumnos!que!los!números!de!la!serie!eran!números!felices,!sin!recordarles!la!definición!(trabajada!
en!la!sesión!1)!y!sin!aclararles!que!además!eran!números!primos.!'
Los! estudiantes! buscaron! regularidades.! La! primera! regularidad! encontrada! fue! que! las! dos!






que! debían! tener! otra! característica:! 13! y! 31! son! primos.! Aquí! fueron! trabajando! en! la!
construcción! de! una! respuesta! correcta! sentada! sobre! argumentos! no! válidos,! es! decir,! los!
números! de! la! serie! 313,! 331,! 367,! son! felices! y! primos! y! 13,! 31,! 67! también! lo! son,! pero! por!
ejemplo!el!49!no!es!primo!y!el!349!sí! lo!es.!Si! los!estudiantes!continuaran!en!esta! línea!podrían!




también! lo! era.! Descubrieron! que! no! era! número! feliz! a! partir! de! la! conjetura! planteada! en! la!


















En! gran! grupo! compartieron! respuestas! generadas! y! revisaron! nuevamente! el! video! hasta! el!
momento! en! que! se! planteó! que! el! siguiente! número! de! la! serie! debía! ser! primo! y! feliz! (sin!
mencionar!el!número).!Recordaron!la!definición!de!número!primo!feliz!(construidas!en!la!sesión!1)!
y!convinieron!que:!«son!los!números!que!sólo!son!divisibles!entre!ellos!mismos!y!el!1!y!aparte!la!
suma! reiterada!del! cuadrado!de! sus! dígitos! es!1».! Luego! intentaron!probar! que!313,' 331! y!367!










Finalmente! vuelven! a! la! serie! 313,! 331,! 367,…! y! ambos! equipos! respondieron! que! el! número!
siguiente!era!379.!Retomar!el!video!ayudó!a!quienes!no!habían!llegado!antes!a!la!respuesta,!dado!





Tarea' 6' (Fragmento' 362R471' p.' 246R249):' Construcción' de' un' programa' para' determinar' si' un'
número' es' o' no' feliz.' Para! esta! última! tarea,! el! profesor! pidió! que! utilizaran! la! calculadora! TI!
Voyage,!Excel!o!cualquier!otro!software!para!realizar!un!programa!que!les!permitiera!verificar!si!un!
número! es! o! no! feliz,! es! decir,! que! construyeran!una! función! que! les! devolviera! la! suma!de! los!
cuadrados! de! los! dígitos.! El! profesor! cuestionó! cómo! podrían! hacerlo! y! los! estudiantes!
mencionaron! que! podían! utilizar! la! representación! de! un! número! considerando! la! posición! de!
cada!una!de! sus! cifras.! También!que!podían! averiguar! cocientes! y! residuos! al! dividir! entre!10!o!






Al!principio! se!percibieron!acciones! simples!de! reconocimiento!de! los! conocimientos!a!emplear:!
intentaron!dividir!entre!10!el!número!y!elevarlo!al!cuadrado!y!recordaron!detalles!sobre!el!uso!del!
software.! Luego! se! provocó! la! reflexión! en! el! equipo! sobre! el! hecho! de! que! justamente! les!
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interesaba! aislar! los! dígitos! y! de! la! división! entre!10! necesitaban!o! bien! calcular! el! residuo!o! el!
cociente!(parte!entera!de!la!división).!!!!
A!continuación,! ! se!cuestionaron!que!el!número!que! tenían!en! la! celda!A3! era!221'y!al!dividirlo!
entre!10'y!tomar!su!parte!entera!no!se!tendría!un!2!sino!un!22.!Esto!los!llevó!a!utilizar!el!residuo!y!
además!decidir!tomar!el!residuo!de!la!división!entre!100!y!a!eso!restarle!el!residuo!de!la!división!
del! número! entre!10,! llegando! así! a! construir! una! fórmula! que! en! general! les! permitía! aislar! el!
dígito!de!las!centenas.!Volvieron!a!explicar!pasando!de!la!expresión!general!al!ejemplo!particular!






intentaron! con! el! residuo! de! la! división! entre! 100.! El! trabajo! previo! les! permitió! pensar! en! la!
división!entre!1000!y!que!el!residuo!sería!el!mismo!número!por!ser!de!3!cifras!y!a!eso!tendrían!que!
restarle!el! residuo!de! la!división!del!número!entre!100,!es!decir,! los!dos!últimos!dígitos.!Esto! los!
condujo! a! dividir! entre! 100! para! obtener! el! dígito! de! las! centenas! en! un! número! de! 3! cifras! y!
decidieron!elevarlo!al!cuadrado.!




número! era! feliz.! Los! alumnos! usaron! características! de! Excel! para! que! a! partir! del! resultado!
obtenido! se! repitiera! el! proceso! cuantas! veces! fuera! necesario.! Decidieron! que! 30! iteraciones!
serían! suficientes! para! verificar! que! un! número! fuera! feliz.! Después! de! cumplir! con! la! tarea! se!
percibió!en! los!alumnos!gran! satisfacción!al!haber!encontrado! su!propia! fórmula!y! la!ensayaron!
con!diferentes!números!mostrando!entusiasmo!cuando!lograban!dar!con!un!número!feliz.!
Finalmente! realizaron! su! escrito! y!mostraron! al! profesor! ejemplos! para! convencerlo! de! que! su!
programa!funcionaba!para!saber!si!un!número!es!o!no!feliz.!!
#
Para' demostrar' la' verdad' o' falsedad' de' una' proposición' o' enunciado'matemático.' ¿Cuándo' es'
suficiente'exhibir'un'caso'y'cuándo'no'lo'es?!!
Las! respuestas! de! los! equipos! mostraron! comprensión! de! qué! para! probar! que! es! falso! es!
suficiente! dar! un! ejemplo! que! no! satisfaga! la! proposición! y! para! probar! que! es! verdad! no! es!
suficiente!mostrar!que!se!cumple!para!algunos!casos!es!necesaria!una!revisión!exhaustiva.!
!!
5.1.2.3.3 Conclusiones de la sesión  
!
Resulta! conveniente! destacar! que! el! profesor! al! paso! de! los! días! se!mostró!muy! satisfecho! con!
esta!hoja!de!trabajo.!Primero!porque!la!tarea!trascendió!al!aula!en!el!sentido!de!que!los!siguientes!











para! seguir! indagando,! pero! menciona! que! lamentablemente! los! tiempos! y! compromisos!
escolares!no!permiten!continuar!con!esta!exploración.!Además!tanto!estudiantes!como!maestros!
no! están! habituados! a! este! tipo! de! dinámicas,! ya! que! en! el! nivel! universitario! se! privilegian! las!
prácticas!formales,!el!énfasis!está!puesto!en!la!demostración!formal!y!no!se! le!da! importancia!al!
contenido! estrechamente! ligado! con! esta! tarea:! como! es! el! desarrollo! intuitivo! de! ideas,! la!
visualización,! la! organización! de! la! información! en! tablas,! las! prácticas! para! que! los! estudiantes!
exploren! y! encuentren! patrones! que! les! permitan! producir! conjeturas! o! crear! sus! “propias!
fórmulas”! como! en! este! caso.! En! este! sentido,! diferentes! investigadores! han! probado! que! las!




oportunidad! de! comparar! valores! numéricos.! Como! conclusión! se! considera! que:! 1)! La!
generalización!es!fundamental!para!el!pensamiento!matemático!y!algebraico;!2)!La!generalización!
algebraica! es!un!elemento!primario!hacia! la! abstracción!matemática! y! puede! ser! desarrollada! a!
partir!del!trabajo!con!patrones!o!regularidades!que!favorecen!la!articulación!de!la!generalización!




Figura 57. Conjetura 
de los alumnos para 
determinar que un 









suponer! y! poner! a! prueba! sus! ideas,! además! de! poner! en! práctica! sus! habilidades! y! tener! la!
oportunidad! de! descubrir! patrones,! realizar! conjeturas! o! generalizaciones! sobre! hechos! y!
relaciones!matemáticas!con!su!respectiva!justificación.!
5.1.3 Confrontación del bloque III Métodos directos de demostración  
#
Este! bloque! se! diseñó! para! cumplir! los! siguientes! objetivos:! 1)! Desarrollar! en! los! estudiantes! la!
noción! de! pregunta! clave! como! apoyo! para! derivar! información! matemática! nueva! de! la!
información! disponible,! 2)! apoyar! la! comprensión! y! desarrollo! de! habilidades! para! manejar! el!
método!directo!de!demostración!de!implicaciones!a!través!de! la!extracción!de!significado!de!sus!
elementos! y! 3)! desarrollar! en! los! estudiantes! habilidades! para! organizar! información! y! escribir!
demostraciones!para!comunicarlas!en!las!formas!apropiadas!del!registro!matemático.!!
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estrategia! para! derivar! enunciados! verdaderos! a! partir! de! la! extracción! de! significado! de! la!








Al! iniciar! la! sesión! 7,! el! maestro! introdujo! ejemplos! que! ilustraban! el! método! directo! de!
demostración! y! los! elementos! implicados! en! él:! pregunta' clave,' proceso' avanzar' y' proceso'
retroceder.! Señaló! la! importancia! de! identificar! como! pregunta' clave,! la! pregunta! específica!
obtenida!al! cuestionarse! cómo!se!puede!probar!que!el! enunciado!dado!es!verdad! a!partir!de! la!
información!disponible!hasta!el!momento.!También,!a!través!de!los!ejemplos,!ilustró!los!procesos!
avanzar!y!retroceder!como!el!tránsito!de!un!enunciado!a!otro,!es!decir,!el!proceso'avanzar,!se!da!al!
derivar! a! partir! de! un! enunciado! verdadero! P! otro! enunciado! verdadero! P1,! mientras! que! el!
proceso' retroceder,! es! el! que! se! da! al! derivar! a! partir! de! un! enunciado! Q! (en! este! caso! la!




Primero!se!aseguró!que! los!estudiantes!entendieran!el! lenguaje! (factor,!divisor,!etc)!y!el!manejo!
adecuado! de! las! definiciones! (divide,! divisible,! etc.).! Para! analizar! la! demostración! se!
determinaron! los! elementos! del! enunciado! a! probar,! se! propusieron! las! preguntas! claves!
adecuadas!y!sus!respuestas!y!se!aplicó!el!proceso!avanzar!y!el!proceso!retroceder!para!organizar!la!
demostración! como! aparece! en! la! tabla! 38,! p.! 250! (no! se! sigue! un! orden! en! el! avance! y! el!
retroceso).#
!

























caso! la! igualdad!quedaría!2x2=2x2.! Luego,! al! igualar! a! cero! la!expresión! se!dieron! cuenta!que! se!
trataba!de!un! trinomio! cuadrado!perfecto! y! lo! factorizaron! como! (xRy)2! deduciendo!que!xRy=0! y!
por!tanto!x=y.!Esto!no!fue!claro!para!todos!y,!un!estudiante!expresó!la!necesidad!de!un!ejemplo!
específico! para! verificar! la! validez! del! argumento.! Como! respuesta! le! plantearon! ejemplos! para!
convencerlo.! Enseguida! repasaron! el! proceso! seguido! y! organizaron! adecuadamente! su!




de! los! argumentos! utilizados.! Él! realizó! dicha! versión! en! el! pizarrón! y! les! pidió! que! hicieran! lo!
mismo! con! el! resultado! recién! demostrado.! Las! versiones! finales! de! sus! demostraciones! fueron!
presentadas!sin!la!tabla!y!en!ambos!equipos!se!comunicó!una!demostración!coherente!y!ordenada!










Después! de! una! explicación! previa! se! les! presentaron! las! siguientes! cuestiones! con! las! que! se!
pretendía!lograr!que!manejaran!la!idea!de!pregunta!clave:!







Para! resolver! la! cuestión! (Fragmento! 88B145! pp.! 255B258),! ! no! aplicaron! la! idea! de! que! una!
pregunta!no!contiene!información!específica!y!éste!fue!el!argumento!principal!para! identificar!c)!
como!la!opción!incorrecta.!Inicialmente,!intentaron!analizar!las!opciones,!estudiaron!previamente!
el! enunciado! tratando!de! identificar!hipótesis! y! conclusión.!Posteriormente,! la! interacción!entre!
ellos! permitió! comprender! el! problema,! ahí! el! uso! de! lenguaje! apropiado! jugó! un! papel!
determinante.!Encontramos!que!no!se!consideró!el!valor!máximo!que!toma!Rx2+2x+1,!en!su!lugar!
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se! plantearon! sacar! el! valor! máximo! de! x;! aunque! finalmente! se! dieron! cuenta! de! su! error! y!






que! las! preguntas! claves,! al! ser! un! apoyo!para! realizar! la! demostración,! no! es! conveniente! que!
contengan! información! específica.! Luego! reconocieron! los! elementos! que! les! permitieron!
determinar! la! equivalencia! de! b),! d)! y! a).! Dado! que! Rx2+2x+1' era! un! polinomio,! de! grado! 2,! se!
dieron! cuenta! que! se! podía! considerar! función! cuadrática! y! que! también! era! parábola.!
Consideraron!que! a)! era! equivalente! a!b)! y! d),! analizando!el! orden!de! los! términos!que! forman!
parte!de!cada!pregunta!y!tomando!en!cuenta!el!tipo!de!desigualdades!(en!a)!es!menor!o!igual!y!en!
b)! y! d)! mayor! o! igual)! y! el! tipo! de! números! que! se! están! comparando.! Hasta! entonces,! no!
discutieron! acerca! de! la! opción! c),! sólo!mencionaron! sin! argumentar! que! era! inadecuada! y! en!
resumen,!consideraron!a),!b)!y!d)!como!posibles!preguntas!claves.!!
Más!que!centrarse!en!identificar!preguntas!clave,!que!era!el!propósito,!se!interesaron!en!probar!la!
proposición.! En! este! sentido,! reconocieron! elementos! disponibles,! la! proposición! a! probar! e!
identificaron!qué!pregunta!ayudaría!a!avanzar!en!la!prueba.!!
Buscaron!elementos!comunes!de!las!preguntas!clave,!por!ejemplo!se!fijaron!en!el!signo!“mayor!o!




clara! la! tarea! de! identificar! preguntas! clave.! Al! pensar! que! un! polinomio! no! es! necesariamente!
parábola,!consideraron!la!posibilidad!de!eliminar!la!opción!b).!Finalmente!decidieron!descartar!a)!
ya! que! no! incluye! la! función,! argumentando! que! para! ellos! es! un! elemento! fundamental! para!
construir! la! prueba,! sin! embargo!bajo! este! argumento!no! consideraron!que!en!b)! y! d)! tampoco!
aparece! la! función! de! manera! explícita.! ! Así! reconocen! como! preguntas! clave! b),! c)! y! d)!
argumentando! que! sí! contienen! la! información! necesaria! para! la! demostración.! El! término!





clave”,! de! forma!diferente! a! como! estaba! planificado,! sin! considerarla! como! algo! abstracto,! sin!
símbolos! e! información! específica.! Centró! la! discusión! en! conducir! a! los! alumnos! a! ver! la!
equivalencia!de!las!opciones!y!el!cambio!en!el!sentido!de!los!símbolos!de!la!relación!de!orden.!En!
cuanto! al! polinomio! concluyeron! que! si! en! general! saben! encontrar! el! valor! máximo! de! un!
polinomio!pueden!hacerlo!para!el!caso!particular!del!ejercicio.!Luego!para!el!a)!en!el!que!figura!la!
parábola,! determinaron! que! no! es! sencillo! encontrar! el! valor! máximo! para! cualquier! parábola!
influenciados!por!un!dibujo!que!realiza!el!profesor!de!una!parábola!con!vértice!fuera!del!origen!y!
el! eje! de! simetría! no! paralelo! a! ningún! eje! (también! creemos! que! influye! la! actividad! de!
construcción!de!la!parábola!a!partir!de!su!definición!como!lugar!geométrico!del!primer!bloque!de!
la! ID).! Un! estudiante! habló! de! la! posibilidad! de! hacerlo! a! partir! del! criterio! de! la! derivada! y! el!
profesor!puntualiza! la!necesidad!de!tener!expresada! la! función.! !Esto!último!nos! lleva!a!concluir!























concentraron! en! buscar! respuestas! a! la! pregunta! planteada.! Da! la! impresión! que! siguen! sin!
entender!que!la!tarea!solicitada!termina!cuando!la!pregunta!clave!se!enuncia!y!ellos!continuaron!
tratando!de!probar! la! proposición.! En! el! intento!de!prueba!producen!«el! error! de! la! recíproca»!
(e.g.! Epp,! 2003;! Alvarado! y! González,! 2010)! aunque! corrigieron! al! darse! cuenta! del! papel! de! la!
hipótesis!y!de!lo!que!quieren!probar.!Antes!formularon!la!pregunta!¿cómo!probar!que!un!número!




En! el! caso! del! otro! equipo,! encontramos! una! pregunta! clave! que! no! contenía! información!
simbólica,!ni!específica,!¿qué!es!un!entero!par?,!vemos!que!se!construye!a!partir!de! la!hipótesis!













proposición! es! válida,! es! decir,! su! razonamiento! se! basa! en! que! si! se! tiene! la! raíz! entera! del!
polinomio!–3n2+2n+8'y!es!raíz!también!de!2n2R3nR2!entonces!lo!será!de!un!tercer!polinomio!que!es!







Más!que!plantear!una!pregunta! clave!por!ejemplo,! ¿cómo!encontrar!un!entero!que! sea! raíz!del!
polinomio! R3n2+2n+8' o! que! satisfaga! la! ecuación! R3n2+2n+8=0?! los! estudiantes! estuvieron!
enfocados!en!dar!respuesta!a!la!pregunta!clave!y!encontraron!las!soluciones'2!y!4/3'factorizando!
la!expresión.!Tuvieron!necesidad!de!verificar!su!validez!y!se!dieron!cuenta!que!2!satisface!ambas!
ecuaciones,! sin! embargo! 4/3! sólo! satisface! la! primera! ecuación,! sin! tener! en! cuenta! que! en! la!
hipótesis!se!hacía!referencia!a!solución!entera.!Finalmente!expresaron!la!pregunta!clave:!“¿cómo!
pueden! encontrar! un! entero! que! satisface! la! ecuación?”! aunque! se! referían! a! la! suma! de! las!
ecuaciones!de!la!hipótesis!y!conclusión!(Bn2Rn+6=0).!
En! el! otro! equipo! construyeron! las! preguntas! clave:¿Cómo'probamos' que' n' satisface' 2n2R3n=2?''
¿Cómo'probamos'que'el'valor'de'2n2R3n''es'igual'a'2?¿Cómo'probar'que'el'valor'de'R3n2+2n+8'es'












En! uno! de! los! equipos,! en! relación! a! las! opciones! a),! b)! y! c)! ! las! consideraron! como! respuesta!
correcta.!Además!b)!y!c)!de!manera!inmediata!las!encontraron!equivalentes!y!muy!obvias!como!un!
camino!para!probar!que!dos!rectas!son!paralelas.!Es!de!destacar!que!aunque!el!concepto!de!rectas!
perpendiculares! se!estudia!en!primaria! y! secundaria,! los!alumnos! vinculan!este! concepto! con!el!
plano!cartesiano.!Una!vez!descartadas!las!respuestas!correctas,!la!discusión!se!centró!en!explorar!
la!opción!d)!para!lo!cual!analizaron!como!ejemplo!crítico!de!cuadrilátero!un!trapecio.!Discutieron!
acerca! de! considerar! los! lados! paralelos! del! trapecio,! pero! expresaron! que! el! trapecio! es! un!
contraejemplo! al! tener! dos! lados! no! paralelos! y,! por! tanto,! ! probar! que! cada! una! de! las! rectas!
están! en! lados! opuestos! de! un! cuadrilátero! no! prueba! que! dos! rectas! sean! paralelas.! Esto! se!
consideró! consolidación! del! manejo! y! papel! de! los! ejemplos! y! contraejemplos! trabajado! en!
sesiones!anteriores.!
!
También!se! les!solicitó!encontrar! tres! respuestas!a! la!pregunta!¿Cómo!se!puede!probar!que!dos!
números! reales! son! iguales?! Inicialmente! discutieron! sobre! si! la! igualdad! del! valor! absoluto! al!
cuadrado! de! los! números! implicaba! la! igualdad! de! números,! aunque! lo! desecharon! con! un!
argumento!válido.!Luego,!en!relación!a!la!igualdad!de!números,!establecieron!que!para!que!sean!
iguales! al! dividirlos! por! un! número! distinto! de! 0,! cociente! y! residuo! son! iguales.! También!
observaron! que! al! asociarlo! con! la! multiplicación! se! daba! la! igualdad! si! el! producto! por! otro!
número!es!el!mismo!en!ambos!casos.!Luego!utilizaron!la!sustracción,!y!llegaron!a!que!dos!números!




incorrecto,! sin! embargo! al! centrarlo! en! la! resta! aceptó! como! válida! la! respuesta.! Además,! al!
trabajar!con!el!0'como!“neutro”!de! la!suma,!se!realizó! la!conexión!con!el!neutro!multiplicativo!y!
plantearon! que! si! 1! es! resultado! de! la! división! entre! dos! números! entonces! se! prueba! que! los!
números!son!iguales.!!








pruebas.!En!esta!parte!destacamos!la! importancia!de!seguir! las! interacciones!en!equipos,!puesto!
que!la!mayoría!del!conocimiento!que!se!va!generando!no!se!reporta!en!los!escritos.!De!hecho,!esta!
parte!no!fue!documentada!para!entregarla!por!escrito.!Sin!embargo,!sí!se!discutió!y!fue!aprobada!
por! el! equipo.! En! el! diseño! de! esta! hoja! de! trabajo! hemos! encontrado! que! sugerir! que! las!
preguntas! claves! no! tuvieran! símbolos! ha! generado! confusión! y! se! han! descartado! buenas!
respuestas!en!el!registro!escrito.!
!
En! la! siguiente! consigna,! para! proponer! al! menos! tres! respuestas! a! la! pregunta! clave! ¿cómo!
puedes! probar! que! dos! conjuntos! son! iguales?! Primero! ensayaron! con! la! cardinalidad! y! poco! a!




noción! de! función! y! con! la! idea! de! función! inyectiva! aunque! no! exploraron! la! necesidad! de! la!
sobreyectividad!para!la!igualdad!de!los!conjuntos.!!
Finalmente,#coincidieron!en!verificar!la!igualdad!entre!cada!elemento!del!primer!conjunto!con!uno!
en!el! segundo.!Buscaron!otras! formas!de!demostrarlo! recurriendo!a! las!operaciones!de!unión!e!
intersección!de!conjuntos,!también!!se!centraron!en!la!existencia!de!una!función!biyectiva!(aunque!
sólo!mencionaron!la!inyectividad)!y!en!la!noción!de!subconjunto.!!!
Es! interesante! cómo! la! interacción! en! pequeños! grupos! permite! que! los! estudiantes! se! sientan!
cómodos!explorando!diferentes!estrategias!y,!al!no!sentir!miedo!al!error,!se!expresan!libremente,!
encuentran! inconsistencias! en! su! propio! razonamiento,! van! refinando! sus! respuestas! y! como!
resultado!disponen!de!una!variedad!de!estrategias.!
!!
A! continuación! se! les! pidió! que! señalaran! tres! maneras! de! probar' que' dos' triángulos' son'
congruentes.!En!el!desarrollo!de!esta!tarea!(fragmento!244B257!p.!266!)!observamos!que!el!diseño!
de!la!ID!y!la!manera!en!la!que!se!ha!venido!trabajando,!ha!permitido!sentar!ciertas!normas!que!no!
se! han! determinado! de!manera! explícita,! pero! que! encontramos! ahora! en! las! interacciones! en!
equipos!de!manera!sistemática.!Comenzaron!reconociendo! los!objetos!y!conceptos! involucrados!
con! el! propósito! de! comprender! los! enunciados,! y! extraer! significado! e! información! de! las!
definiciones! acordadas.! Las! interacciones! permitieron! establecer! conexiones,! aún! cuando!
conducían! a! un! error,! pero! al! discutirlas! eran! refinadas! por! otros! compañeros! y! actuaban! para!
contribuir!a! la!variedad!de!estrategias.!Así! los!alumnos!se! formaron! la! idea!de!que!hay!distintas!
maneras!de!enfrentar!un!problema/demostración.!!
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En! los! registros! escritos!observamos! correctas! y! variadas! estrategias.! Encontramos! también!una!
idea!errónea! (probar!que! son!del!mismo! tipo!de! triángulos! y! la! circunferencia! circunscrita! tiene!
igual! radio)! que! puede! considerarse! una! buena! oportunidad! para! discutir! en! grupo! una! nueva!
cuestión:! ¿en! una! circunferencia! los! triángulos! [rectángulos/equiláteros/escalenos,! isósceles]!
formados! por! tres! puntos! sobre! ella! son! siempre! iguales?! La! discusión! permitiría! explorar! y!




5.1.3.1.2 Tarea para reforzar la idea de deducción 
!!
Para! reforzar! la! idea!de!deducción! en!el! avance!del!método!avanceRretroceso! se!pidió!que!para!
cada! una! de! las! hipótesis! dadas,! se! formularan! tantos! enunciados! como! fueran! posibles! que!
resultaran!de!aplicar!el!primer!paso!del!proceso!de!avanzar!a!partir!de!la!hipótesis.!
La!primera!hipótesis!fue:!el'número'real'x'satisface!x2R3x+2<0''
Para! desarrollar! la! tarea! (fragmento! 210B230! p.! 267)! los! estudiantes! despejaron! y! enseguida!
buscaron! números! para! satisfacer! la! desigualdad.! Luego,! consideraron! el! enunciado! como! una!
proposición!y!no!como!la!hipótesis.!Intentaron!buscar!qué!es!lo!que!hay!que!demostrar!pensando!
en!que!encontrar!una!x!que!satisfaga!la!desigualdad!sea!conclusión!y!pensaron!como!hipótesis!a!“x!
es!número! real”,! de! ahí! trataron!de!extraer! información.! Ensayaron! con!diferentes!números! sin!
encontrar! valores! para! satisfacer! la! desigualdad.! Decidieron! entonces! resolver! la! ecuación!
cuadrática!y!encontraron!como!soluciones!2!y!1.!Sustituyeron!esos!valores!y!otros!para!decidiendo!





números! reales! (! [! ]! y!≤).!Ambos!encontraron! la! solución!de! la!ecuación!de! segundo!grado! (por!
métodos!distintos)!y,!como!vimos!antes,!en!un!equipo!después!de!la!búsqueda!de!valores!enteros!
(aún! cuando!ponen!énfasis! en!que!x! es! real),! decidieron!que!no!hay! valores!que! satisficieran! la!
desigualdad.! En! el! otro! equipo,! partieron! de! la! hipótesis,! así! se! debía! cumplir! que! (xR2)(xR1)<0.!
Para! que! eso! sucediera! uno! de! los! factores! tenía! que! ser! positivo! y! el! otro! negativo.! Esto! les!
condujo!a!decir!que!debería!cumplir!!por!una!parte!que!xR2>0'y'xR1<0;''x>2'y'x<1!y!por!otro!lado,!
cumplir!que!xR2<0'y'xR1>0;''x<2'y'x>1!!y!ahí!detuvieron!su!búsqueda.!Es!posible!que!en!este!equipo!
sí! tuvieran!claro!el!papel!de! la!hipótesis!y!al!no!tener!conclusión!se!detuvieron!al!cumplir!con! lo!
que! se! les! pidió.! Sin! embargo,! el! siguiente! paso! podría! ser! descartar! la! primera! opción! por! la!





La! siguiente! hipótesis! dada! para! formular! o! deducir! al!menos! dos! enunciados! a! partir! de! ella! y!
avanzar!en!el!método!descrito!fue:!El'seno'del'ángulo'X'en'el'triángulo'XYZ'de'la'figura'es'1/√2'
'!
Para! esta! tarea! (fragmento! 259B309! p.! 268),! establecieron! conexiones! con! lo! trabajado!
anteriormente.! Revisaron! la! demostración! que! realizaron! en! las! primeras! tareas! de! la! hoja! y! se!
centraron!en!cómo!obtuvieron! las!deducciones!para!avanzar!en! la!deducción!de!nuevos!hechos.!
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Finalmente,! el! trabajo! en! equipo!permitió! extender! su! comprensión!de! la! tarea!de!deducción! a!
partir!de!un!enunciado!que!puede!funcionar!como!hipótesis.!!Además,!la!demanda!de!la!tarea!de!










realizar! las! deducciones! y! avanzar.! Esto! les! condujo! a! plantear! contraejemplos! y! a! explorar!
posibles!valores!para!n!par!o!impar!estableciendo!valores!de!verdad.#
Continuando! con! la! idea! de! que! constituye! una! proposición,! intentaron! una! representación!
simbólica! del! enunciado! y! plantearon! como! primera! opción!n2R1=x! para! x' impar! y! llegaron! a! la!
representación!n2R1=2x+1!para!x!entero.!Manipularon!la!expresión!obteniendo!diferentes!formas.!
Ver!el!enunciado!como!proposición!los! llevó!a!construirla!para!que!resultara!verdadera.!Aunque,!
podemos! ver! que! uno! de! los! estudiantes! mostró! comprensión! del! papel! del! enunciado! como!
hipótesis,!esto!no!ocurre!con!los!demás!que!insistieron!en!una!contradicción.!
Finalmente,! llegaron! a! dos! deducciones! correctas! (n2R1' =2x+1;' n2=2x+2,' x' entero)! a! partir! del!
enunciado! tomado! como! hipótesis.! No! obstante,! tomaron! el! enunciado! como! una! proposición!
completa!y!analizaron!en!qué!casos!es! falso!o!verdad! y!no! todos! interpretaron! la! tarea!como:!a!
partir!de!esa!hipótesis!deberían!realizar!deducciones.!También,!encontramos!otras!deducciones!(si!
el! valor!de' n! es!par!el! resultado!es! impar;! si!el! valor!de' n! es! impar!el! resultado!es!par)! con!ese!
tratamiento!como!proposición.!
Cerca! del! final! de! la! sesión,! el! profesor! percibió! la! confusión! de! los! alumnos! cuando! dan! a! la!
hipótesis!el! tratamiento!de! implicación.!No!obstante,!observamos!que!mencionaron!un!ejemplo!
en! el! que! realizaron! bien! las! deducciones! y! no! discutieron! aquellos! ejercicios! en! los! que! se!
apreciaba! que! tomaban! la! hipótesis! como! si! fuera! la! proposición.! Finalmente,! no! realizaron!
cambios!a!partir!de!la!intervención!del!profesor!y!al!no!explorar!más,!se!mantuvo!la!confusión.!
De!la!hipótesis:!la'circunferencia'C'consta'de'todos'los'valores'de'x'e'y'que'satisfacen'la'ecuación'
(xR3)2' +(yR2)2=25,' se! solicitó! que! realizaran! dos! deducciones! a! partir! de! ella.! En! un! equipo!!
[fragmento!382B453,!pp.!271B272]!dedujeron!el!centro!de!la!circunferencia!(3,2)!y!su!radio,!5.!Sólo!
un! alumno! mostró! conocimiento! completo! de! la! ecuación! de! la! circunferencia! y! de! lo! que!
representaba!cada!elemento.!En!este!caso!la!interacción!permitió!que!ayudara!a!sus!compañeros!a!
darse!cuenta!de!sus!errores.!!
También,! manifestaron! la! necesidad! de! conectar! la! ecuación! con! la! forma! concreta! de! la!
circunferencia! y! para! ello! visualizaron! puntos! y! verificaron! que! cumplían! con! la! ecuación.!
Observamos! cómo!utilizan! argumentos! de! pensamiento! “transformacional”! para! explicar! que! el!
centro! de! la! circunferencia! (x,y)! va! variando! y! que! la! noción! de! circunferencia! se! pensó! como!
conjunto!de!puntos!que! se!encontraban!a! la!misma!distancia!del! centro,!esto! los! llevó!a!pensar!
que!si!el!radio!fuera!0!hablarían!de!un!punto.!A!partir!de!ahí!pensaron!en!el!radio!5.!
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Una! vez! que! entendieron! de! manera! intuitiva! la! noción! de! la! circunferencia! expresaron! una!
necesidad!de!buscar!puntos!en! la!circunferencia.!Un!estudiante!trató!de!persuadirles!sugiriendo,!
que!para!eso!era! la!ecuación!que!representaba!a! la!totalidad!de!esos!puntos,!puesto!que!era!su!
forma! general.! Buscaron!números! tales! que! la! suma!de! sus! cuadrados! les! dieran!25;! ensayaron!
descartando!alguno!y!aceptando!otros.!Los!puntos!sobre! la!circunferencia!que!buscaron!primero!
fueron!los!que!resultaban!de!agregar!o!quitar!5!unidades!a!la!ordenada!del!centro!y!después!a!la!
abscisa.! Finalmente! ya! no! obtuvieron! nuevas! deducciones,! además! de! los! valores! del! centro! y!
radio.! Este! proceso! les! ayudó! a! comprender! la! representación! algebraica! de! la! circunferencia! y!
conectarla!con!la!noción!de!lugar!geométrico,!vista!al!trabajar!definiciones.!Esto!se!considera!una!
muestra! de! consolidación! en! el! manejo! de! definiciones! al! extraer! significado! y! ser! capaces! de!
establecer!conexiones!entre!contenidos.!
!







Los! estudiantes! realizaron! sustituciones! en! las! expresiones! algebraicas! a! partir! de! la! hipótesis! y!
llegaron! a! que! la! opción! b)! no! es! válida.! Aquí!mostraron! flexibilidad! en! el! manejo! del!método!
avanceBretroceso,! mientras! unos! ofrecían! argumentos! aplicando! el! proceso! de! avanzar,! otros#
argumentaron!por!el!proceso!de!retroceder!conocidos!los!valores!de!x!e!y.!
!





sea! un! elemento! de! R,! R! está! contenido! en! S! pero! sólo! abarca! una! parte! de! éste,! existen!




5.1.3.1.3 Conclusiones de las sesiones 7a y 7b 
!
Al!observar!el!desempeño!de!los!estudiantes!con!esta!actividad!encontramos!que!no!ha!sido!muy!
clara! la! forma!en!que!se!ha!definido!pregunta!clave,!en!el! sentido!de!sugerir!que!sea!abstracta,!
que!no!contenga!símbolos!e!información!específica!del!problema.!Esto!se!hizo!así!con!la!intención!
de!que!no! transcribieran! símbolos! sin!una! comprensión!de! los!diferentes!elementos!puestos!en!
juego! y! de! los! conocimientos! de! resultados! previos! que! tienen! los! estudiantes.! Además! estos!
elementos!(definiciones,!proposiciones,!propiedades,!etc)!se!suelen!escribir!en!general!!y!por!esa!
razón! tratar! de! formular! preguntas! abstractas! se! considera! que! puede! ayudar! a! encontrar! la!
información!necesaria!para!la!demostración.!Sin!embargo,!el!ejercicio!de!búsqueda!de!preguntas!y!
respuestas!que!puedan!ayudar!a!extraer!y!derivar!información!para!construir! las!demostraciones!
ha! resultado!muy! rico.! Se!observa!que! las!primeras! actividades!de!esta! ingeniería!didáctica!han!
cumplido!el!objetivo!ya!que!los!estudiantes!son!cuidadosos!en!el!tratamiento!de!las!definiciones!y!
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también! en! la! identificación! de! los! elementos! que! componen! la! proposición:! hipótesis! y!
conclusión.! En! relación! al! manejo! de! definiciones,! hemos! encontrado! por! ejemplo,! cuando!
trabajan! con! la! circunferencia,! ellos! ensayan! a! buscar! puntos! específicos! que! cumplan! con! la!
ecuación! y! con! la! definición! de! circunferencia! como! lugar! geométrico! y! es! en! ese! momento!





Para! esta! sesión! se! diseñó! la! hoja! de! trabajo! 7! (ver! anexo! A).! Se! esperaba! que! los! estudiantes!
trabajaran! en! pequeños! grupos! y! realizaran! la! demostración! de! la! proposición:! Si' a,' b' y' c' son'
números'reales'para'los'que'a>0,'b<0'y'b2R4ac=0,!entonces'la'solución'de'la'ecuación'ax2+bx+c=0!'es'



















anexo!A),!diseñada!para!que!los!estudiantes! lograran!extraer! información!relevante!de!la! lectura!




También! la! sesión! tenía! como! propósito! afianzar! el! método! avanceBretroceso! como! método!









Dado!que! la!sesión!8a!ocupó!menos! tiempo!del!planeado,!esta!parte!se! realizó! inmediatamente!
después!y!se!utilizó!la!hoja!de!trabajo!prevista.!No!obstante,!a!diferencia!de!la!sesión!anterior,!en!
esta!parte!sí!se!respetó!la!dinámica!de!trabajo!en!pequeño!grupo,!trabajando!sólo!con!un!equipo!y!













Los! estudiantes! aplicaron! con! éxito! el! método! avanceRretroceso! extrayendo! significado! de! la!
demostración! condensada! (fragmento! 26B47! pp.! 275B276).! Primero! identificaron! la! hipótesis! y!
conclusión!y!discutieron!su!significado.!!Luego!obtuvieron!deducciones!a!partir!de!la!hipótesis,!P.!
Por! ejemplo,! al! enlazar! P! y! despejar,! obtuvieron! que! –y<0.! Otra! deducción! la! obtuvieron! al!
encadenar!que!x=Ry,'Ry<0,'x<0!y!por!hipótesis!x≥0,!luego'x=0.!También,!extrajeron!información!de!
la! conclusión,! al! formularse! la! pregunta! ¿qué! necesitamos! para! que! se! dé! Q! (x=0,' y=0)?! Así!
establecieron! que! un! paso! previo! a! la! conclusión,!Q1! ,! era! x+y=0,! pero! les! faltó! considerar! que!
alguno! de! los! sumandos! tendría! que! ser! 0.! Vemos! que! no! distinguen! aún! la! diferencia! entre!
avanzar!de!algo!conocido!y! retroceder!de!algo!a! lo!que!quieren! llegar.! ! Finalmente!enlazaron! la!
hipótesis!con!el!hecho!de!que!llegaron!a!x=0,!que!es!lo!que!realmente!era!el!Q1!.'
!
Finalmente! en! el! escrito! (ver! figura! 46! p.! 275)! que! desglosa! la! demostración! por! extracción! de!
significado! de! la! versión! condensada,! utilizaron! el! mismo! esquema! planteado! en! las! sesiones!
anteriores.! En!Q1,! repitieron! la! información,! esto! ya! lo! hemos!mencionado! como!atribuible! a! la!
confusión! entre! avanzar! de! algo! conocido! y! retroceder! de! algo! a! lo! que! quieren! llegar.! Aquí,!
consideramos! que! trabajar! sobre! esto! puede! contrarrestar! el! error! de! la! recíproca,! cometido! al!
aplicar!el!proceso! retroceder! (aplican!Q' implica'P!en! lugar!de!aplicar!el!proceso! retroceder!para!
probar! P' implica' Q).! No! obstante,! pudieron! leerla! y! mostraron! comprensión! al! desglosar! y!
justificar!cada!paso.!!
'
La! siguiente! consigna! de! esta! sesión! fue! considerar! la! siguiente! proposición! junto! con! la!
demostración!condensada!y!justificar!cada!afirmación:!
!












que! se! cumplían! las! deducciones! propusieron! ! ejemplos! con! números! fraccionarios.!
Reiteradamente! dieron! muestras! de! una! notable! mejora! en! la! consideración! de! la! función! y!
cuidado!de!la!hipótesis.!!
!!!!
En! la! interacción! con! el! profesor,! los! alumnos! respondieron! a! los! cuestionamientos! de!manera!
clara!y! justificando!cada!paso.!Los!alumnos! fueron!más!autónomos!y!mostraron!confianza!en!su!






Proposición:!Dado' un' triángulo' RST,' si' SU' es' un' bisector' perpendicular' de' RT' y' RS=2RU,'
entonces' el' triángulo' es' equilátero,! y! se! les! pide! que! escriban! primero! seguido! del!
enunciado!de!la!proposición!que!se!prueba.!
Demostración:! Se! probará! que! !,! porque! entonces,! se! tiene! también! que!







porque! sí! pasa).! Justificaron! integrando! elementos! de! la! hipótesis! y! su! significado.! El! maestro!
interrumpió,!sin!que!fuera!necesario,!el!curso!de!la!discusión!retomando!el!enunciado!y!leyendo!la!
demostración!confundido!por!la!palabra!bisector!perpendicular.!No!aclaró!esto!y!les!guió!a!probar!
la! igualdad! de! RU! y! UT! para! asociar! igualdad! de! ángulos.! Como! respuesta,! los! estudiantes!
continuaron!para!enlazar!con!las!acciones!previas!y!justificar!la!igualdad!de!los!ángulos!RUS!y!SUT.!!!
Luego! se! fijaron! en! la! medida! de! los! ángulos,! en! que! eran! triángulos! rectángulos! y! realizaron!
cálculos!para!obtener!la!medida!de!SU.!!Concluyeron!que!no!es!necesario!saber!la!medida!de!SU,!al!



















de' RT' y' RS=2RU,' entonces' el' triángulo' SUR' es' congruente' con' el' triángulo' SUT.' Esperando! que!
extendieran!y!analizaran!de!manera! independiente! la!parte!anterior.! En! la! interacción!probaron!
que:! Dado' un' triángulo' RST,' si' SU' es' un' bisector' perpendicular' de' RT' y' RS=2RU,' entonces' el'
triángulo' es' equilátero,! era! equivalente! a! probar! que! el! triángulo! SUR! es! congruente! con! el!
triángulo!SUT!basados!sobre!la!misma!hipótesis.!Los!alumnos!lo!demostraron!utilizando!el!criterio!
de! congruencia! LLL! en! lugar! del! utilizado! en! la! resolución! de! la! tarea! previa! (LAL).! Esto!mostró!
flexibilidad!de!pensamiento!al!utilizar!otra!estrategia!con!éxito.!!
Dejar! la! tarea! para! un! análisis! individual! previo! de! cada! estudiante! modificó! notablemente! la!
interacción!en!equipo!y!observamos!(fragmento!1B30!pp.!279B280),!que!sólo!un!estudiante!fue!el!
que!explicó! su!prueba!esperando! ser! cuestionado!por! sus!pares.! Los! compañeros! se! limitaron!a!
realizar!cálculos!para!verificar!su!aportación.!El!estudiante!expuso!su!solución,!verbalizando!lo!que!














Las! dos! tareas! anteriores! tienen!en! común!que! cambia! la! forma!en!que! se!da! la! interacción! en!
equipo! al! ser! un! estudiante! el! que! marca! el! curso! de! la! interacción! a! partir! del! camino!
previamente! recorrido! en! forma! individual.! A! este! respecto! (Webb, 1991)! menciona! que! las!










consideraba! la!existencia!de!un!alfabeto!con! las! letras!s!y!t!únicamente,! junto!con! las!siguientes!







Aquí! se! solicitó! a! los! alumnos! que! utilizaran! el! proceso! avanzar! para! derivar! todas! las! palabras!
posibles!que!se!podían!obtener!en!tres!pasos!al!aplicar!repetidamente!las!reglas!(iBiv)!en!cualquier!
orden! a! la! palabra! inicial! s.! La! interacción! en! el! equipo! (fragmento!32B93!pp.! 281B284)!muestra!
comprensión!de! la! tarea! con!un!primer! reconocimiento!de! los!elementos!o!axiomas!de!partida,!





Sin! embargo,! aunque! en! casi! todos! los! estudiantes! se! percibió! tal! consolidación,! uno! vuelve! a!
mostrar! el! error' de' la' recíproca,' siendo! consciente! de! que! lo! comete.! Con! ayuda! de! sus!






Con! la! intención!de! ganar! confianza!en!el!manejo!del! proceso! retroceder! se! les!pidió! en!b)! que!
aplicaran!el!primer!paso!del!proceso! retroceder! a! la!palabra! tst.! Específicamente,!que! realizaran!
una! lista! de! las! palabras! para! las! que! la! aplicación! de! una! de! las! reglas! anteriores! da! como!
resultado! tst.! Los! estudiantes! encontraron! sin! problema! las! palabras,! mostrando! mejora! en! el!
proceso!retroceder!a!partir!de!la!conclusión.!
!!










tst!utilizando! las! reglas!establecidas.!Esta!parte!no!se!desarrolló!más!al! ser! interrumpidos!por!el!
profesor!para!ver!su!avance.!
!
En! la! discusión! guiada! por! el! profesor,! los! estudiantes! además! de! que! mostraron! dominio! y!
comprensión! de! la! tarea,! mostraron! su! inquietud! de! revisar! la! conjetura! antes! hecha! para!
continuar!afinándola.!Pero!el!maestro!no!dejó!que!se!ampliara!la!idea!y!se!truncó!esa!posibilidad.!
Los!estudiantes!estuvieron!interesados!e!involucrados!en!el!proceso!mostrando!su!adquisición!de!
las! habilidades! necesarias! para! la! práctica! profesional! de! un! matemático! es! decir,! una!
consolidación! del! registro' matemático.! Se! puso! de! manifiesto! la! conexión! inmediata! entre! su!







de!manera!directa! (fragmento!88B93,!p.!284)!mostrando!comprensión!de! la! tarea!y!del!proceso,!
realizaron! las! deducciones! al! aplicar! las! reglas! y! probaron! la! proposición! aunque! en! el! diálogo!
quedó! clara! la! demostración! no! la! organizaron! en! versión! condensada! y! formal.! Esto! podemos!
atribuirlo! a! la! naturaleza! de! la! tarea! que! no! parece! una! proposición! matemática! aún! cuando!
hicieron!explícita!la!conexión.!
Para!concluir! la!sesión,!el!profesor!les!propuso!el!desafío:!Sea'el'triángulo'ABC'con'ortocentro'H.'
Demostrar' que' C' es' el' ortocentro' del' triángulo' ABH.! Luego,! se! aseguró! de! que! recordaran! el!
significado! de! ortocentro,! preguntándoles! acerca! de! la! altura! de! un! triángulo.! Los! alumnos!












bien! para! manejar! correctamente! el! registro' matemático' (Forman,! 1996),! es! decir,! el! discurso!
matemático! de! un! tipo! especializado.! Los! estudiantes! organizaron! sus! ideas! para! explicarlas! y!
comunicarlas!a!otros!en!interacciones!efectivas.!Estos!rasgos!no!se!encontraron!en!los!diálogos!de!
las!primeras!sesiones!de!esta!ingeniería!didáctica,!donde!su!comunicación!era!más!desordenada!y!
no! hacían! explícito! del! todo! su! pensamiento.! Observamos! que! después! de! varias! sesiones! de!
discusiones! en! equipos! y! gran! grupo,! los! estudiantes! participaron! del! discurso! matemático!
incrementando! sustancialmente! las! formas! (cuidando! argumentaciones,! lenguaje! matemático,!
estructura,!uso!de! las!definiciones,!de!sus!deducciones,!de! los!símbolos!y!su! función),! lo!que! les!
condujo! a! la! comprensión! de! normas,! habilidades,! valores! e! ideas! que! son! compartidas! por! los!
matemáticos!experimentados.!
Finalmente! encontramos! que! han! desarrollado! habilidades! para! el! manejo! de! la! hipótesis! y!
conclusión! en! una! proposición! y! el! reconocimiento! de! su! función,! para! extraer! significado! de!




5.1.4 Confrontación del Bloque IV. Métodos indirectos de demostración 
#
Los!métodos!indirectos!de!demostración!suelen!causar!conflictos!y!dificultades!a!los!estudiantes,!







Para! esta! sesión! se!diseñó! la! hoja!de! trabajo! 9! (Anexo!A),! se! esperaba! cubrirla! en!una! clase!de!
aproximadamente!una!hora.!El!objetivo!era!introducir!el!método!de!reducción!al!absurdo!a!partir!
del!método!avanceBretroceso,!estudiado!dos!días!antes,!para!demostrar!proposiciones!de!la!forma!
si' P' entonces' Q.! Básicamente! en! este! método! se# supone# P# verdadero# y# NO# Q# verdadero.! Se!
procede! con! el! proceso! de! avanzar! utilizando! la! información! anterior! para! llegar! a! una!
contradicción!en!un!enunciado!fuera!de!toda!duda.!
La!forma!de!trabajo!para!la!sesión,!incluiría!una!explicación!por!parte!del!proferos!del!método!de!
demostración! por! reducción! al! absurdo! a! través! de! un! ejemplo.! A! continuación! los! estudiantes!





para! su! implementación.! La!primera,! sesión!9a,! ! duró!1!hora!40!minutos! y!únicamente! se! logró!
explicar! el! método! por! parte! del! profesor! y! que! en! equipo! trabajaran! para! demostrar! una!
proposición.!Al!día! siguiente! se!dio! continuidad! con! la! sesión!9b,!por!un! tiempo!de!más!de!una!
hora,!iniciando!con!la!discusión!con!el!profesor!del!trabajo!realizado!en!equipo!y!posteriormente!
se! dio! tiempo! para! completar! la! hoja! de! trabajo.! La! tercera! sesión,! prevista! para! abordar! el!
método!del!contrapositivo,!se!realizó!durante!15!minutos!para!discutir!algunas!inconsistencias!en!









Demostrar'que' los'hechos'conocidos'sobre' los'números'primos' implican'que'dichos'números'son'
infinitos.! Durante! el! diálogo! (fragmento! 1B18,! pp.! 285B286)! el!maestro! utilizó! la! explicación! y! el!
cuestionamiento!para! construir! la! demostración! y! asegurarse!que! iban! comprendiendo! la! lógica!
del! método.! Finalmente! el! profesor! organizó! en! una! tabla! la! demostración,! en! una! columna!
preguntas!clave!y!en!la!otra!las!deducciones!enlazadas.!
!




reconocimiento!de!este! tipo!de!enunciados! y! ayudaran! a! sus! compañeros! a!darse! cuenta!de! su!
estructura.!Luego!identificaron!la!conclusión!y!esto!los!llevó!a!enunciar!la!negación!necesaria!para!







entre! número! decimal! finito! e! irracional.! Varios! alumnos! expresaron! de! diferentes! formas! las!
deducciones!en!su!demostración,!aún!cuando!se!utilizó!una!aproximación!de!√2!que!hace!que!la!
demostración!no!sea!válida.! !En!el! registro!escrito! (figura!54!p.!287),!el!grupo!escribió! la!versión!
condensada! de! la! demostración! con! la! inconsistencia! antes! mencionada,! cuidando! el! lenguaje!
simbólico!y!verbal,!el!manejo!de!las!definiciones,!la!extracción!de!significado!y!los!argumentos!que!
justifican!sus!deducciones,!dando!muestra!de!avance!en!el!proceso!de!!demostrar.!
5.1.4.1.2 Sesión 9b 
!
En! esta! sesión! se! retomó,! para! discutirlo! con! el! profesor,! el! trabajo! realizado! en! equipo! para!
probar!que!√2' es'un'número' irracional' (fragmento!230B247,!p.!288).! Los!estudiantes,!al! suponer!
que! √2! es! racional,! dan!muestra! del!manejo! de! la! definición! de! número! racional.! No! obstante,!
cuando! expusieron! la! construcción! de! la! contradicción,! a! partir! de! su! respuesta,! el! profesor! les!
hizo! notar! la! inconsistencia,! ya! que! utilizaron! una! aproximación! de! √2! y! esto! restó! validez! a! su!
demostración.!Propuso!entonces,!abrir!otro!frente!para!la!demostración,!al!elevar!al!cuadrado!la!
expresión!a/b=√2'presentada! por! ellos.! El!maestro,! aún! y! cuando!marcó! la! pauta! del! camino! a!
seguir,! se! integró! en! la! discusión! y! asumió! un! rol! mediador! apoyando! la! construcción! de! la!
demostración!con!preguntas!que!derivaron!la!participación!de!los!estudiantes!para!avanzar!en!las!
deducciones.! Finalmente,! fueron! ellos! quienes! construyeron! la! contradicción.! Aquí! podemos!
darnos! cuenta! que! un! rasgo! importante! de! consolidación! en! el! proceso! de! demostrar! fue! la!
confianza!al!reconocer!el!momento!en!el!cuál!se!dio!la!contradicción.!!!
!




extraer! de! manera! directa! las! deducciones! a! partir! de! la! información! P! y! NO' Q! necesitaron!
representar!de!manera!concreta!el!conjunto!de!los!primos!de!la!forma!4k+3.!Luego!construyeron!
ejemplos! para! clarificar! el! tipo! de! conjunto.! Dieron! valores! en! la! expresión! 4k+3! y! obtuvieron!
números!primos,!pero!no!todos!los!primos!tuvieron!esa!forma.!Al!tratar!de!ordenar!esos!números!









un! contraejemplo! para! k=9,! esto! complicaba! la! tarea.! Por! otro! lado,! intentaron! ligar! la!




obtenido!para!clarificar! la! tarea:! trataron!de!encontrar! similitudes!con!el!ejemplo!que!explicó!el!
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profesor!para!enseñar!la!técnica,!descartaron!intentos!que!no!prosperaron!para!integrar!espacios'
de' ejemplos,! resumieron! las! características! del! conjunto! estudiado,! la! manera! de! proceder! en!
reducción!al!absurdo!y!retomaron!la!escritura!general!de!la!lista.!!!
!
Observamos! que! una! vez! escrita! la! lista! finita! que! se! suponía! concentraba! todos! los! números!
primos!de!la!forma!requerida,!intentaron!por!varios!medios!“construir”!o!“buscar”!un!número!con!
la!misma!forma,!que!fuera!primo!y!que!no!apareciera!en! la! lista!con! la! finalidad!de!obtener!una!
contradicción!(de!manera!similar!al!ejemplo!del!profesor!al!inicio!de!la!clase).!Un!alumno,!exhibió!
un!error!al!expresar!que!si!se!forma!un!número!n!multiplicando!todos! los!primos!de! la! lista,!ese!
número!puede!ser!primo!o!compuesto,!sin!darse!cuenta,!ni!ser!cuestionado!por!sus!compañeros,!






sobre! otros! hechos,! que! en! ocasiones! fueron! refutados! de! inmediato.! En! otras! ocasiones,! sus!
conjeturas!estuvieron!más!involucradas!con!el!curso!de!la!resolución!de!la!tarea,!por!ejemplo!que!









se! obtenían! números! primos! y! se! dieron! cuenta! que! empezando! en! 1! y! 2! se! obtenían! los! dos!
primeros!valores!de!números!primos,!para!el!siguiente!valor!de!k!no!se!obtenía!un!primo,!para!los!
siguientes!dos!valores!se!obtuvieron!otros!primos,!para!el!siguiente!no!y!así!sucesivamente.!Esta!
conjetura! fue! refutada,! así! que! modificando! el! curso! de! la! acción,! no! se! avanzó! en! el! camino!
equivocado!y!permitió!reorientar!la!estrategia.!El!profesor!percibió!una!gran!lucha!y!se!acercó!para!








les! aclaró! que! los! números! primos! tienen! una! de! las! dos! formas! sugeridas,! pero! no!
necesariamente!un!número!de!esa!forma!es!primo.!!
En!este!orden!de! ideas,! los!estudiantes!sugirieron!aportaciones!poco!transparentes,!por! falta!de!
tiempo,! dado! que! aunque! querían! extender! sus! ideas! el! profesor! suspendió! la! interacción! y! la!













de! lo!esperado! realicen!una! tarea!opcional!más.! Los!estudiantes! trabajaron!entre!5!y!7!minutos!
dado!que! fue!una! tarea!mucho!más!sencilla!que! las!anteriores!al! involucrar!conjuntos! finitos!de!
números.!La!proposición!a!demostrar!era:!Es'imposible'escribir'números,'utilizando'cada'uno'de'los'
diez'dígitos'una'sola'vez'y'de'modo'que'su'suma'sea'100.!
Primero! reconocieron! la! hipótesis! o! información! disponible,! la! conclusión! y! la! extracción! de!
significado! de! la! información.! Como! veremos! más! adelante,! los! estudiantes! interpretaron! de!
manera! errónea! la! información.! Consideraron! números! de! 10! cifras! (todas! las! posibles!
combinaciones)! en! los! cuales! aparecían! los! dígitos! del! 0! al! 9! una! sola! vez.! A! partir! de! este!
reconocimiento! erróneo,! se! produjeron! deducciones! en! las! que! se! aplicó! la! propiedad!
conmutativa.!Mostraron! flexibilidad!de!pensamiento!en! relación!al!proceso! retroceder!«la!única!
forma! de! darte! 100! sería! …».! Luego! formularon! la! negación! de! Q.! Por! último,! encontraron! la!
contradicción! y! eso! los! llevó! a! concluir! que! con! eso! era! suficiente! para! la! demostración!






su! versión! condensada,! bien! organizada! y! con! claridad! al! comunicar! sus! ideas,! aún! cuando! no!
interpretaron!bien!la!proposición!y!esto!se!aclaró!en!la!siguiente!sesión.!




forma! escrita! para! analizarla! en! grupo! (fragmento! 250B285,! pp.! 295B296).! Primero! se! aclaró! el!
malentendido! en! la! proposición.! Dado! que! los! alumnos! habían! supuesto! que! tenían! que!
considerar! un! solo! número! con! 10! cifras! y! con! los! dígitos! del! 0! al! 9! una! sola! vez,! el! profesor!
presentó!un!ejemplo!que!involucraba!dos!números.!Los!alumnos!reconocieron!las!diferencias!en!la!
interpretación! de! la! tarea,! dándose! cuenta! que! ni! aún! con! la! nueva! interpretación! la! suma!
resultaría! 100' y! que! también! era! posible! escribir! más! de! un! número.! El! maestro! replanteó! la!
situación! y! los! alumnos! identificaron! la! hipótesis,! fueron! capaces! de! formular! la! negación! de! la!
conclusión!y!de!manera!implícita!la!conclusión!misma.!Reconocieron!que!debían!avanzar!desde!la!
hipótesis!y!NO'Q!para!construir!la!contradicción.!El!maestro!consideró!importante!verificar!que!la!
interpretación! de! la! tarea! era! adecuada! y! para! ello! les! solicitó! ejemplos.! Ellos! construyeron!
ejemplos!encaminados!a!comprender!la!naturaleza!de!los!números!y!!la!negación!de!la!conclusión.!
!
Se! realizaron!deducciones!a!partir!de! la!hipótesis!y! la! información!derivada!de! la!negación!de! la!
conclusión.!Para!la!primera!deducción!el!profesor!pidió!a!los!alumnos!que!analizaran!!las!cifras!de!
las! unidades! y! pensaran! en! qué! se! requería! en! esta! posición! para! que! la! suma! fuera!100.! Ellos!
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dedujeron! que! la! suma! de! los! dígitos! de! las! unidades! debería! darles! múltiplos! de! 10' o! 20.!
Propusieron! ejemplos! de! dígitos! que! pudieran! aparecer! en! la! posición! de! las! unidades.!
Descubrieron!que!no!es!posible! tener!números!de!3! cifras! y! consideran!números!de!dos!dígitos!




que! lo! importante! era! que! comprendieran! el! método! y! siguieran! trabajando! después! en! la!
demostración! de! la! proposición.! Como! ya! estaban! en! los! últimos' 2! días! de! clase! no! pudimos!
recuperar!evidencia!del!trabajo!de!los!estudiantes!sobre!esto.!




dos! sesiones! y! parte! de! una! tercera.! Dejar! las! discusiones! para! una! sesión! al! día! siguiente,!
complica!el!retomar!las!ideas!de!manera!fiel.!!




flexibilidad! en! el! proceso! de! demostrar! al!mostrar!mejora! en! sus! argumentaciones,! el! lenguaje!
utilizado,! las! diferentes! formas! de! expresar! y! justificar! una! deducción! y! la! identificación! de!
información!clave,!manejo!de!las!definiciones!y!la!extracción!de!significado.!
A! diferencia! de! las! primeras! sesiones! se! percibió! un! cambio! sustancial! en! la! interacción! del!
profesor! con! los! estudiantes.! Los! estudiantes! hacen!mayores! aportaciones! a! la! discusión! y! han!
avanzado!en!concentrarse!en!la!información!relevante.!Este!cambio!en!los!alumnos!lo!atribuimos!a!
la! confianza! que! les! dio! el! trabajo! previo! de! exploración! en! la! resolución! de! la! tarea! y! la!
experiencia!obtenida!gracias!a!la!argumentación!y!comunicación!de!ideas!con!pares.!
Durante! las! primeras! sesiones! y! hasta! el! momento! los! alumnos! construyeron! ejemplos! y!
contraejemplos!para!hacerse! idea!de! las!definiciones!o! conjuntos!en! juego!y! !para! construir! sus!
conjeturas.! Mostraron! avance! al! entender! su! función! en! el! proceso! de! la! demostración! de! las!
proposiciones.! También! de! manera! sistemática! fueron! mejorando! al! agruparlos! en! ejemplos!
genéricos!o!en!espacios!de!ejemplos.!!













esperaba! comparar! los! tres!métodos! vistos! hasta! el!momento! y! distinguir! las! diferencias! entre!





proporciona! pasivamente! la! contradicción.! Una! ventaja! del! método! del! contrapositivo,! a!
diferencia!del!de!reducción!al!absurdo,!es!que!ya!sabemos!de!antemano!a!que!contradicción!llegar!
(P'y!NO'P).!






inició! la! sesión! retomando! la! discusión! sobre! inconsistencias! encontradas! en! las! producciones!
escritas!del!método!de!reducción!al!absurdo!de!la!hoja!de!trabajo!9!(anexo!A).!




hizo! preguntas! para! que! reconocieran! los! elementos! principales! de! la! proposición! y! los! que!
intervienen! en! el! contrapositivo.! Los! estudiantes! primero! reconocieron! la! equivalencia! de! P'
implica'Q!con!NO'Q'implica'NO'P,!y!construyeron!NO'Q!y!NO'P.!Finalmente!el!maestro!explicó!las!
deducciones! y! terminó! la! demostración,! sin! que! participaran! los! alumnos.! Luego! les! entregó! la!
hoja!de!trabajo!con!la!explicación!anterior!y!la!versión!condensada.!
!
Se! planteó! a! los! alumnos! la! siguiente! proposición! a! demostrar! utilizando! el! método! del!
contrapositivo:!Sea'n'un'número'entero.'Demostrar'que'si'n3'es'par,'entonces'n'es'par.!






298)! en! él! se! observan! algunas! inconsistencias:! mezcla! de! diferentes! métodos! (inducción! y!





En! la! interacción! en! grupo! (fragmento! 20B34,! pp.! 299),! encontramos!menos! intervenciones! del!
profesor!y!esto!dio!mayor!oportunidad!de!interacción!entre!pares!y!con!la!tarea.!La!naturaleza!de!
la! tarea! además! era!más! cercana! a! algo! que! pudieran! imaginar.! Eso! se! reflejó! en! su! forma! de!
organizar!sus!ideas!escritas.!Algunas'acciones'fueron!inducidas!por!el!maestro:!la!comprensión!de!
la!hipótesis,!x! es!peón,! la! verbalización!del! conocimiento!de! la!posición!en!que!debían!estar! los!




como! peón,! y! dedujeron! que! tendría! que! moverse! hacia! los! lados! o! retroceder.! Revisaron! el!
significado!de!NO'Q,!es!decir!no!era!6!veces,!sino!más!de!6!veces.!Decidieron!mover!su!peón!a!la!
primera! fila! y! explorar! ese! caso,! pero! un! estudiante! consideró! que! era! independiente! de! su!
posición,! que! lo! relevante! era! que! más! de! 6! movimientos! implicaban! violar! la! regla! de!
movimientos!permitidos!y!el!maestro!sugirió!que!si!estuviera!en!la!primera!fila!no!sería!peón.!!














condensada! (tabla!60,! p.! 300).! !A!pesar!de! la! interacción!anterior! se!percibieron! ciertos! errores!
como!que!NO'Q!lo!expresaron!como!P!implica!NO'Q;!que!se!deseaba!llegar!a!que!c'era!impar,!es!
decir! a!P! y! en! realidad! se! deseaba! llegar! a!NO'P! (c! par! y! de! hecho! llegaron! a! esto! en! un! paso!
previo).!Esto!nos!confirma!que!necesitaron!más!tiempo!para!interactuar!primero!entre!ellos,!para!
verbalizar! las! ideas!y!que!al! tratar!de!explicarlas!y!argumentarlas!con!sus!compañeros!se! fueran!
depurando.!!!
#






deducciones! erróneas! y! argumentos! poco! estructurados! y! en! consecuencia! confusión! en! el!
método!de!contrapositivo.!!Esto!es!un!ejemplo!de!la!importancia!que!tiene!el!tiempo!dedicado!por!
los!alumnos!a!la! interacción!entre!ellos,!ya!que!les!permite!exhibir! los!hechos!que!no!entienden,!
construir! ejemplos,! exponer! explicaciones! y! presentar! argumentos! para! convencer! a! sus!
compañeros.! También! creemos! que! son! ellos! quienes! deben! reconocer! en! qué! momento! han!
llegado!a!la!demostración!y!que!sean!capaces!de!verbalizarlo.!En!apariencia!la!interacción!entre!el!
maestro! y! los! estudiantes! deja! ver! que! son! capaces! de! realizar! deducciones! pero! que! no! han!
tenido! suficientemente! tiempo! para! trabajar! por! sí! mismos! sobre! la! tarea! y! poder! aplicar! e!
interiorizar!el!método!del!contrapositivo.!!
Finalmente,! consideramos! que! la! tarea! que! les! permite! acercarse! más! a! la! comprensión! del!
método!del!contrapositivo!es!la!de!demostrar!que:'de'acuerdo'a'las'reglas'del'ajedrez'un'peón'se'
mueve,' a' lo'más,' 6' veces.! Esto!puede!atribuirse! a! lo! práctico!de! la! tarea! y! que! la! cercanía! a! su!
entorno! les! permite! extraer! significado,! además! de! la! experiencia! ganada! en! el! manejo! de!
lenguaje!matemático,!conectivos!lógicos,!etc.!!
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5.2 Aspectos y conceptos relevantes para apoyar la demostración 
matemática en esta ingeniería 
!
Poder!documentar! la! formación,! evolución! y!uso!de! conceptos,! objetos! y! aspectos! relacionados!
con!la!demostración!resultaría!inagotable.!Por!esta!razón,!en!esta!sección!se!abordan!sólo!algunos!
conceptos,! aspectos!y!procesos!que!han! sido!determinantes!a! lo! largo!de! la! implementación!de!
esta!ingeniería!para!lograr!desarrollar!competencias!demostrativas!en!los!estudiantes.!La!elección!
de!los!mismos!se!ha!hecho!a!partir!de!poder!construir!una!cadena!de!evidencias!que!nos!de!cuenta!




exploratorio,! el! diseño,! hasta! la! última! sesión! de! la! implementación! de! la! ingeniería.!
Principalmente!se!aportarán!ejemplos!de!las!trayectorias!de:!la!definición!como!objeto!de!estudio,!
el! uso! de! cuantificadores,! la! formación! del! concepto! de! implicación,! el! uso! de! ejemplos,! no!
ejemplos!y!contraejemplos!y!!las!pruebas!deductivas.!!!
#
5.2.1 Definición como Objeto de Estudio 
!
El!manejo! de! las! definiciones! juega! un! papel! determinante! en! la! demostración!matemática.! De!
hecho,!consideramos!que!para!iniciar!la!demostración!de!una!proposición!y!poder!avanzar!en!ella,!
se! requiere! de! comprender! todos! los! conceptos! implicados! en! el! enunciado! y! de! poder!
desenvolver!sus!definiciones!y!extraer!significado!para!poder!construir!deducciones.!En!el!estudio!
exploratorio! hemos! encontrado! evidencia! en! los! estudiantes! de! dificultades! con! el! manejo! de!
definiciones.!Durante!la!implementación!de!la!ingeniería!hemos!presenciado!una!lucha!para!lograr!
reconstruir! definiciones! básicas! y! lograr! construir! definiciones! aceptables! en! la! comunidad!
matemática.!No!obstante,!en!el!curriculum!de!los!diferentes!niveles!educativos!se!da!por!hecho!su!
manejo,! y! no! encontramos! indicaciones! sobre! cómo! enseñar! a! definir,! ni! el!momento! propicio!




para! la! comunidad! de! práctica! y! de! ahí! se! extrae! su! significado! para! ser! usada! en! una!
demostración! matemática.! Con! el! propósito! de! mostrar! la! importancia! que! tiene! la! definición!
como! concepto! y! como! proceso! para! avanzar! en! la! construcción! de! la! demostración! de! una!
proposición!matemática!mostraremos! un! gráfico! (ver! figura! 58),! en! el! cual! hemos! diferenciado!
distintos!momentos:!(0)!desde!el!estudio!exploratorio!realizado!para!tomar!elementos!del!diseño,!
(1)!la!implementación!de!la!ingeniería!en!un!momento!inicial!que!nos!permitió!darnos!cuenta!de!
los! errores,! nociones! ! y! reconstrucción! de! la! definición! de! diferentes! conceptos! y! cómo! los!
estudiantes!van!modificando!y!comprendiendo!la!tarea!de!definir!durante!el!trabajo!en!pequeño!
grupo,!(2)!la!modificación!de!esta!noción!con!la!intervención!del!profesor!y,!finalmente,!(3)!cuando!






Figura 58. Evolución del manejo de definiciones durante esta ID 
!
Estudio' exploratorio' 0' (Manejo' parcial' de' las' definiciones).! En! este! momento! hemos! podido!
documentar!que!los!estudiantes!tienen!un!manejo!parcial!de!las!definiciones.!Aún!cuando!pueden!
enunciar!de!memoria!una!definición,!no!la!utilizan!para!intentar!deducir!o!extraer!información!de!
ella! que! les! permita! comprender! su! papel! dentro! del! proceso! de! demostración.! Es! decir,! para!














isósceles,! mediatriz,! etc).! Los! estudiantes! necesitan! reconstruir! la! “definición”! como! entidad!
conceptual!dándoseles!oportunidad!a!partir!de! lo! conocido! (Piaget!1997;!Greeno!1983).!En!este!
camino! de! reconstruir! junto! a! sus! pares! las! definiciones,! se! hacen! evidentes! errores! y! malos!




Ingeniería' didáctica' 2' (Socialización' en' gran' grupo).! En! este! momento! se! comparten! las!
definiciones!generadas!en!pequeños!grupos!con!la!clase!completa!guiada!por!el!profesor.!En!este!
ejercicio! de! compartir! y! comparar! se! generó!una!discusión!en! la! que! los! equipos!presentan! sus!
argumentos!y!el!profesor!orquesta!la!actividad!de!la!clase!tratando!que!sean!ellos!mismos!quienes!
vayan!depurando!sus!definiciones,! librando! inconsistencias!y!modificando!el! lenguaje!desde!una!
forma!vaga!a!una!más!elaborada.!!
Finalmente,!en!la!mayoría!de!los!casos!se!lograron!“buenas!definiciones”!o!definiciones!correctas!
en! la! discusión,! pero! algunas! fueron! no! económicas! por! incluir! en! el! texto! propiedades! que!
pueden!excluirse!sin!afectar!el!enunciado!de!la!definición,!ya!sea!porque!son!innecesarias!o!bien!
por! ser! deducibles! de! otra! parte! del! enunciado.! En! este! sentido! el! profesor! ayudó! en! esta!



























de! la! demostración! matemática! puesto! que! las! partes! excluidas! se! deducen! de! otra! parte! del!
enunciado.!
!
Ingeniería' didáctica' 3' (Las' definiciones' como' entradas' conceptuales).! En! el! desarrollo! de! los!
bloque! III! y! IV! !de! la! ID! se!pudo!observar!el! rol!de! las!definiciones! como!entradas! conceptuales!
para! generar! demostraciones! de! proposiciones.! Primero! se! trató! de! ayudar! a! los! alumnos!
centrándolos!en!el!enunciado!de! la!proposición!para!que! respondieran!por! turnos!a! la!pregunta!
¿qué!conceptos!intervienen!en!la!proposición?.!A!continuación!se!trata!de!extraer!el!significado!de!
las! definiciones! para! que! construyan! sus! primeras! deducciones! hasta! responder! a! la! pregunta!
¿qué!significaría!llegar!a!esta!conclusión?.!Se!trataba!de!que!respondieran!a!partir!del!significado!
del! o! de! los! conceptos! presentes! en! la! conclusión.! En! esta! parte! de! extraer! significado! de! la!
definición!tomó!fuerza!la!experiencia!de!la!socialización!en!gran!grupo!(momento!1!discutido!en!el!
párrafo! anterior)! cuando! el! maestro! les! condujo! desde! buenas! definiciones! o! definiciones!
correctas!a!!económicas.!
A! medida! que! se! avanzó! en! el! desarrollo! de! estos! bloques,! aunque! ya! no! se! guiaba! a! los!
estudiantes,! realizaron! este! proceso! de! manera! sistemática! dotando! de! significado! a! las!
definiciones!y!mostrando!comprensión!del!papel!que!juegan!en!el!proceso!de!demostrar.!En!esta!
parte,!los!estudiantes!comprendieron!la!necesidad!de!definir!para!comunicarse!en!matemáticas!y!
la! necesidad!de!manejar! las! definiciones!para! avanzar! en!una!demostración.! En!este! sentido,! el!
principio'de'la'necesidad!(Harel!2000)!de!la!definición,!que!se!ha!tenido!en!cuenta!para!el!diseño!
de! la! ID,!ha!tenido!efecto!para!conseguir!que! los!alumnos!avanzaran!en!su!percepción!del!papel!
que!han!de!cumplir!las!definiciones!en!el!proceso!de!demostración!matemática.!Tal!necesidad!se!
consiguió!a!través!de!los!momentos!que!tuvieron!los!estudiantes!para!discutir!entre!pares!con!el!
objeto! de! generar! diferentes! definiciones! de! objetos! conocidos! manipulados! por! ellos! con!
anterioridad.! La! variedad! de! definiciones! les! conduce! a! la! necesidad! de! construir! ! definiciones!
válidas!para!poder!comunicarse!a!partir!de!la!negociación!grupal!argumentada.!
Por! último,! en! esta! parte! podemos! destacar! que! los! estudiantes! al! final! lograron! producir!














Momento' 1.' Reconstrucción' de' la' definición.'Esta! tarea! del! Bloque! I! se! desarrolla! en! la! hoja! de!
trabajo! #! 1.! Para! reconstruir! la! definición! de! triángulo! isósceles! los! estudiantes! establecen!
ejemplos! particulares! realizando! dibujos! con! ángulos! de! diferentes! medidas,! partiendo! de!
triángulos! rectángulos! (45o,! 900,! 450! )! y! equiláteros,! especificando! sus! ángulos! (600,! 600,! 600).!
Mediante! un! proceso! transformacional! del! triángulo! equilátero! piensan! en! que! si! “abren”! dos!
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ángulos! en! la!misma!medida!obtendrán! triángulos! isósceles! y! el! tercer! ángulo! se! hará! cada! vez!
más!pequeño.'
Partiendo! del! triángulo! equilátero! con! ángulos! 60o,! 60o,! 60o! fijan! uno! con! medida! de! 450! y!










Acabamos!de!observar! los!equipos!proceden!de!diferente!manera!para! reconstruir! la!definición.!
Mientras! uno! se! centra! en! ejemplos! particulares! y! necesita! dibujar! triángulos! más! familiares!
(rectángulos!y!equiláteros),!otro!se!centra!en!las!propiedades!de!ese!triángulo.!En!ambos!se!activa!
el!hecho!de!si!se!debe!considerar!al!triángulo!equilátero!como!isósceles.!
Sólo!se!muestra! la! forma!de!proceder!de!dos!de! los!equipos!para! reconstruir! la!definición,!pero!
podemos!observar!el!acuerdo!al!que!llegó!cada!equipo!participante!en!la!página!156.!
!
Este!camino!para! reconstruir! la!definición!de! triángulo! isósceles!y! las!producciones! logradas!por!
los! estudiantes! de! diferentes! semestres! de! la! licenciatura! puede! causar! gran! sorpresa! y! pone!
sobre!la!mesa!diferentes!cuestiones:!
Si! los! conceptos! u! objetos! que! deben! definir! los! estudiantes! son! conocidos! por! ellos! desde! los!
ocho! años! de! edad! ¿por' qué' producen' definiciones' parciales?! No! es! apropiado! cuestionar! la!
capacidad!de!los!estudiantes,!así!que!la!siguiente!pregunta!que!surge!es:!¿en'qué'momento'de'sus'
estudios' (desde' preescolar' hasta' licenciatura)' se' les' ha' enseñado' a' definir?! más! aún! ¿en' qué'
momento'aprenden'a'distinguir'cuando'están'ante'una'buena'definición?!!!
!
Momento'2.'Socialización'en'gran'grupo.'Volviendo!a! la! trayectoria!de! la!definición!de! triángulo!
isósceles! en! esta! ID,! pasemos! a! revisar! el! momento! en! que! se! comparten! las! definiciones!
producidas!por! los!equipos!en!gran!grupo!cuando! la!discusión!es!apoyada,! regulada!y!extendida!
por!el!profesor.!'
!
[45]! Alumnos:! Es! un! triángulo! con! dos! lados! iguales! y!
uno!diferente!
[46]! Profesor:! Bueno,! parece! que! esta! definición! es!
suficientemente! clara,! pero! quisiera! comentar,! si!




[50]! P:! Sí,! ¿verdad?! Aunque! coincida! que! el!
tercero! sea! igual.! Entonces,! si! pensamos! en! la!
definición! que! incluye! “y# un# lado# diferente”! el!
triángulo! equilátero,! que! tiene! los! tres! lados!
iguales,!no!sería!isósceles.!Pero!con!la!definición!
“aquel# que# tiene# 2# lados# iguales”!el!equilátero!






equipos! como! consecuencia! de! los! aspectos! discutidos! en! gran! grupo,! surge! la! necesidad! de!
acordar! entre! todos! una! definición! que! aunque! presenta! algunas! inconsistencias! se! va!
reconstruyendo! de! forma! más! precisa! con! la! ayuda! del! profesor.! Esta! parte! del! proceso! fue!
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contemplada!en!el!diseño!de!la!ID!para!atender!el'principio'de'la'generalización!(Harel,!2010).!Es!
decir,! en! este! momento! la! instrucción! está! relacionada! con! un! modelo! concreto! puesto! que!




Aunque!únicamente!hayamos!presentado! la! trayectoria!de! la!definición!de! triángulo! isósceles!el!
proceso!que!aquí!se!ha!mostrado!ha!de!tenerse!en!cuenta!como!perspectiva!de!futuro.!El!profesor!
debería! poner! en! juego! estrategias! para! lograr! dirigir! las! discusiones! con! los! alumnos! hacia!
diálogos! académicamente!productivos! que! les! den!oportunidades!para!que!ellos!mismos! logren!
generar!buenas!definiciones,!o!bien!definiciones!económicas!(de!Villiers,!1998)!que!son!las!que!se!
han!usado!para!el!análisis!de!este!trabajo.!Este!proceso!es!determinante!para!que!los!estudiantes!
no! sólo! entiendan! una! definición! sino! para! que! además! puedan! comprender! la! necesidad! de!
definir!en!cierta!manera,!definir!en!matemáticas.!
!
Momento' 3.' Las' definiciones' como' entradas' conceptuales.! ! A! partir! de! la! definición! económica!
correcta!de!triángulo!isósceles!los!alumnos!utilizan!dicha!definición!en!el!bloque!III,!hoja!de!trabajo!
6! en! el! proceso! de! demostrar! la! proposición:! Si' el' triángulo' rectángulo' XYZ' con' catetos' de'
longitudes'x'e'y'e'hipotenusa'de'longitud'z'tiene'área'z2/4,'entonces'el'triángulo'XYZ'es'isósceles.!
!













[6]!hablan!de! la! conveniencia!de!establecerla!en! función!de! lados!o!ángulos!de!acuerdo!con! los!
elementos! de! la! proposición.! En! este! caso! darán! la! definición! en! función! de! sus! lados.! ! Los!
alumnos!han!mejorado!sustancialmente!respecto!de! las!definiciones!previas!establecidas!por! los!





[20]! Bueno,! aquí! no! sabemos! que! estos! lados! no! son!
iguales!pero!podemos!decir! que,! por! ejemplo,! el! ángulo!
donde!están!x!y!y'mide!90!grados!y!…!que!el!triángulo!…!!
[21]! //tiene! área! de! una! hipotenusa! cuadrada! entre!
cuatro,![apoyan!la!intervención].!
[25]!Nada!más!estás!explicando!que!z!es! igual!
a! la! hipotenusa,! pero! se! necesita! probar! que!




























[84]! Entonces! el! área! está! definida!x'por!y! sobre!
dos! y! esto! es! igual! a! z! cuadrada! sobre! 4,! ¿no?!
[asienten].! Entonces! igual! a! x! cuadrada,! más! y!








manejo! de! las! definiciones.! En! este! momento! son! capaces! de! considerarlas! como! entradas!
conceptuales!para!la!demostración.!
!
A' Dado' que' tenemos' el' triángulo' rectángulo' XYZ' entonces' su' área' está' definida' por' xy/2=' z2/4' y' por'
definición' del'!' rectángulo' sabemos' que' z2'=x2+y2' entonces' zz/4=(x2+y2)/4' entonces' xy/2=(x2+y2)/4' luego'
xy=(x2+y2)/2'despejamos'x2+y2'y'tenemos'2xy=x2+y2'volvemos'a'despejar'y'nos'da'0='x2R2xy+y2'lo'que'es'igual'
a'(xRy)2=0'y'para'que'esto'se'cumpla'xRy=0'∴y=x.'




Se! puede! observar! que! considerar! las! definiciones! como! entradas! conceptuales! en! la!
demostración!muestra!el!dominio!que! tienen! los! alumnos!de! las!mismas!y! cómo! las!usan! como!




5.2.2 Uso de cuantificadores 
!
Los! cuantificadores! juegan! un! papel! determinante! en! la! construcción! de! negaciones! como! se!
puede! ver! en! la! contrastación! del! diseño! y! la! implementación! de! la! ingeniería.! Los! estudiantes!
cuando! ingresan! a! la! licenciatura! no! tienen! experiencias! previas! formales! vinculadas! al! uso! de!
cuantificadores! y,! por! ello,! extraen! significado! de! manera! informal,! lo! que! suelen! confundirlos!
cuando!trabajan!en!un!ambiente!matemático! formal.!Esto,!por!ejemplo,! lo!pudimos!observar!en!
una!de! las! tareas!de! la! ID,! en! este! trabajo!en! la! sección!4.4.2.1! Análisis! de! comprender! la!
negación! pp.! 228B229! ! cuando!documentamos! cómo! los! equipos! fallaron! al! enunciar! todas! las!
negaciones!en! las!que!el!enunciado!presentaba!algún!cuantificador.!En!este!sentido,!el!profesor,!





no! pudimos! documentar! el! avance! en! la! demostración! matemática! al! no! incluir! en! las!
proposiciones! a! probar! por! los! métodos! mencionados,! enunciados! con! cuantificadores.!
Finalmente! se!debe! resaltar! la! importancia!de!que! los!estudiantes!muestren! sus!errores!pues!al!
activarlos!se!pueden!discutir!en!el!aula!y!se!les!puede!ayudar!para!que!sean!conscientes!de!ellos!y!
se!puedan!ir!paliando!las!debilidades.!Con!la!finalidad!de!mostrar!la!importancia!y!la!manera!en!la!















para! algún,! etc)! son! de! gran! importancia! para! trabajar! en! un! ambiente!matemático! formal.! Sin!
embargo,! éste! es! un! tópico! que! no! resulta! sencillo! para! los! estudiantes! principiantes! en! este!














































que!1»'«!Donde!x2+y2! nos!de! igual!o!menor!a!1».'No!obstante,! en' la! interacción!en!gran!grupo!
ambos!equipos!deciden!que!el!enunciado!no!presenta!cuantificadores!y,!al!no!decirse!en!la!tarea!










que!en!el!estudio!exploratorio!el!uso!de! los!cuantificadores!representan!una!gran! lucha!para! los!
estudiantes.!
En! las!proposiciones!en!que!aparecen!cuantificadores! los!estudiantes! construyen! las!negaciones!
de! manera! errónea! al! no! tenerlos! en! cuenta.! En! el! registro! escrito! el! patrón! de! negación! del!
equipo!A!en!los!tres!enunciados!es:!agregar!sólo!la!palabra!“no”.!En!el!caso!del!equipo!B,!el!patrón!
de! negación! es! cambiar! los! cuantificadores! “cada”! por! “todo”,! “todo”! y! “al! menos! uno”! por!
“ninguno”.!!
!

















[64]! P:! ¡Esa! sería! la! negación!! Hay! que! tener!








No! fue! posible! contrastar! si! los! alumnos! tienen! en! cuenta! los! cuantificadores! al! realizar! una!












en! consecuencia! en! repetidas! ocasiones! se! pudo! comprobar! el! error! de! la! recíproca.! También!











Figura 60. Avance del manejo de la implicación#
!




2009,! 2010).! Las! dificultades! y! errores! encontrados! en! este! estudio! exploratorio! aparecen! de!
forma!insistente!en!la!bibliografía!revisada!al!efecto.!
!




A! «! Es! un! enunciado! que! se!





B! «! Enunciado! cuyas! propiedades!
pueden! ser! afirmativas! o!
negativas.! Hay! una! relación! entre!
dos!elementos».!
Se! centran!en! “propiedades”!que! se! incluyan!en!el! enunciado!y!
en! la!posibilidad!de!que!sean!“afirmativas!o!negativas”! (sentido!
excluyente! y! ! entendiendo! como! V! o! F).! Es! importante! la!
presencia!de!una!relación!(e.g.!=,≠,>,<).!!
!




































cuando! surgió! un! contraejemplo,! y! tuvieron! problemas! con! el! concepto! de! logaritmo.! Fue!
necesario! verbalizar! sucesivas! veces! lo! que! entendían! por! dicho! concepto! hasta! lograr! su!
construcción!definitiva.!La!dificultad!radica!en!que,!por!un!lado!tienen!una!definición!de!logaritmo!
poco!operativa!a!partir!de!exponentes!puesto!que!han!de!manejar!dos!variables! (x!y!p)! inversas!
una! de! la! otra! y,! a! veces,! sin! ser! conscientes,! las! intercambian.! Por! otro! lado,! al! buscar! un!




realizando!de! forma!paralela!acciones!para:!1)!edificar!el! significado!de!contraejemplo,!2)! iniciar!
un! proceso! de! consolidación! del! concepto! de! logaritmo! recién! construido! afianzándolo! con!
herramientas! algebraicas! primarias! que! les! aclarara! el! papel! del! exponente,! con! diferentes!
ejemplos!y!cambiando!de!notación!y!3)!edificar!sobre!el!papel!de!la!hipótesis!en!una!implicación.!
Esto! les! llevó! a! activar! de! nuevo! el! contraejemplo! que! demuestra! que! la! proposición! es! falsa.!
Finalmente! en! el! registro! escrito! del! equipo!B,! «7p=x,' ' 70=1,! ' x>0' pero' log71=0' y! no! cumple! la!
proposición»'se!exhibe!un!contraejemplo!para!probar!que!la!proposición!es!falsa.!!
Por! su!parte!el!equipo!A! en! su! registro!escrito,!expresa!de! forma!errónea!que! la!proposición!es!








incluir! una! relación! entre! dos! elementos.! Al! compartir! las! respuestas! del! trabajo! en! pequeños!
grupo,! el! profesor! concentra! todas! las! participaciones! de! los! estudiantes! y! les! da! forma! para!
enunciar!cuando!es!o!no!proposición!matemática.!
A!continuación,!tratan!de!decidir!en!el!grupo!si!el!enunciado:!si'x>0,'entonces'log7x>0'(donde'x'es'
real),! es!una!proposición.!Aunque!aún!entienden! la! implicación!de!manera! limitada,! es!decir! en!
forma!de!ecuaciones!o!desigualdades!que!requieren!conocer!valores!numéricos!condicionales.!!
!
Ingeniería' Didáctica' 1' b' (Partes' de' la' implicación' y' su' función.' Trabajo' en' pequeño' grupo)! Lo!
primero! que! perciben! los! alumnos! en! cuanto! a! los! componentes! de! una! implicación! es! que! la!









[382]! O! puede! ser! un! evento,! un! evento! [otro! estudiante!
completa!y!asienten]!Un!evento!independiente!!














“cuando”! tienen! la! función! de! condicionar! la! conclusión.! Finalmente! para! identificar! hipótesis! y!
conclusión! en! la! proposición:! La' suma' de' los' n' primeros' enteros' positivos' es' n(n+1)/2,! los!
estudiantes!del!equipo!B!(el!equipo!A!abandona!la!tarea)!identifican!que!el!enunciado!no!presenta!
la! forma! habitual! de! implicación! y! no! se! menciona! ninguna! de! las! palabras! (si! y! entonces)! y!
tampoco! algún! sinónimo! (cuando! e! implica,! es! posible,!).! Así! que! intentan! transformar! la!
proposición!a!la!forma!clásica!de!una!implicación!para!identificar!sus!componentes![405].!!
 
[399]! La! suma! de! los! n! primeros! enteros! ()! [se!
detienen! y! contesta! un! estudiante]! Esta! es! la!
hipótesis!
[401]! Si! son! primeros! enteros! positivos,! digamos!






suma!de! los!n'es' ()!Bueno!digamos!que!si! tenemos!









y! la! conclusión! es! la! fórmula! para! calcular! la! suma,! en! la! producción! escrita! se! especifica! lo!








[409]! Si! p! y! q! son! números! reales! [positivos! con!
√pq≠(p+q)/2'…!Todo!esto!es!hipótesis!
[410]! Queda! nada! más! ese! pedacito! [entonces! p≠q]!
[asienten!convencidos!que!es!correcto]!
[412]! Esta! es! la! hipótesis! …! [Si! p! y! q! son! números!
reales![positivos!con!√pq≠(p+q)/2]!
[413]! Esa! es! la! hipótesis! y! esta! es! la! conclusión!
[entonces!p≠q]!
[414]! No,! no! puedes! decir,! p! diferente! de! q,!
entonces!p!y!q!son!números!reales!positivos!..!
[415]! Cómo! saber! que! son! números! reales!
positivos! si! sólo! son! diferentes! y! ¿si! son!
negativos?!




En! la!proposición:!cuando'x'es'un'número' real,'el' valor'mínimo'de'x(xR1)'es'al'menos' R1/4,!para!
ayudarse!en!la!identificación!de!la!hipótesis!y!la!conclusión!los!alumnos!cambian!la!palabra!cuando!
por!el!si.!Pero,!al!igual!que!antes,!la!misma!alumna!vuelve!a!cambiar!el!orden!mostrando!falta!de!
comprensión! de! la! forma! condicional.! En! esta! ocasión! ella! misma! se! da! cuenta! del! error!
recurriendo! a! uno! de! los! argumentos! utilizados! para! persuadirla! de! invertir! la! implicación.! Con!
intención!de!convencerla!de!nuevo,!se!enuncia!la!proposición!de!tal!manera!que!se!comprenda!la!
función! de! la! hipótesis! «Si' x' es' número' real' entonces' el' valor' [mínimo' de' x(xR1)' es' al' menos' R
1/4]…»! Sin! embargo! es! ese! cambio! (correcto)! combinado! con! la! no! comprensión! del! papel!
condicional! de! la! hipótesis! lo! que! genera! que! piense! que! puede! cambiar! el! orden! de! forma!











ven! la! hipótesis! como! algo! independiente.! Al! preguntarles! por! la! función! de! la! hipótesis! y!
recurriendo!a!un!ejemplo!consigue!que!comprendan!el!papel!de!la!hipótesis!en!una!implicación.!
!
[430]! Profesor:! […]! en! el! caso! de! la!










[435]! P:! Regularmente! en! matemáticas! cuando! van! a!
demostrar,!esta!parte![la!hipótesis]!¿para!qué!me!sirve?!¿qué!
me! aporta! en! la! demostración?! […]! Bueno,! por! ejemplo,!









Cuando!el!profesor! intenta!que!comprendan! la! técnica!directa!para!probar!una! implicación!ésta!












Esto! provoca! que! el! profesor! active! como! ejemplo! la! proposición! tratada! previamente! sobre! el!
logaritmo,!lo!cual!da!lugar!a!la!construcción!del!significado!de!la!hipótesis!de!acuerdo!a!su!función!




[446]! Alumnos:! [otra! alumna]! Cuando! es! una! hipótesis! falsa,! pues! es! lo!
contrario!
[447]! Profesor:! Pero! en! el! proceso! de! demostrar! ¿cómo! utilizan! la!
implicación?! Regularmente! dices:! si! pasa! esto! [hipótesis]! demuestra! que!



























no! aparecen! de! manera! explícita,! los! estudiantes! discrepan! en! su! elección! de! la! hipótesis! y! la!











































Ingeniería'Didáctica' 1' c' (Tabla' de' verdad' asociada' a' la' implicación.' Trabajo' en' pequeño' grupo)'










enunciados! a! las! estructuras! establecidas.! Se! observa! que! no! tienen! suficiente! cuidado! en! la!
escritura! del! enunciado! e! interpretan! la! implicación! como! una! “ocurrencia”.! En! el! contexto!
cotidiano! es! frecuente! vincular! “ocurre”! con! “verdadero”! y! esto! propicia! que! los! estudiantes!
consideren!las!proposiciones!como!“eventos”,!como!lo!discutimos!al!inicio!de!este!apartado!(ver!p.!
232).!!!!
A! continuación! se! les! pide! que! completen! la! tabla! de!
verdad! de! la! implicación! y! su! recíproca! pensando! en! los!
enunciados! dados.! El! equipo! B! establece! los! valores! de!
verdad!de!manera!correcta.!En!el!equipo!A!establecen!que!
cuando! P' es! falsa! y! Q! es! verdad! consideran! que! la!
implicación!es! falsa.! Ya! anteriormente! se!había!percibido!
la! relación! entre! la! tabla! de! verdad! y! el! proceso! de!
demostración,! que! sigue! manifestándose! en! esta!
actividad.!!
!
P' Q' P→'Q' Q→'P'
V' V' A,B!V! A,B!V!
V' F' A,B!F! A!FB'V!
F' V' AF'B'V! A,B!F!
F' F' A,B!V! A,B!V!
!






esto! se! consideraron! las! cuatro! posibilidades! de! la! implicación! y! el! profesor! les! fue! realizando!
preguntas! que! condujeron! al! establecimiento! de! las! dos! situaciones! clave! en! el! proceso! de!
demostración:!1)!P!(V),!Q'(V);!!2)!P!(V),!Q'(F).!La!primera!es!necesaria!para!probar!que!P!implica!Q!y!
la! segunda! para! probar! que! P! no! implica! Q.! Luego,! se! trató! el! caso! en! que! la! hipótesis! es! F!




profesor! explica! el!método!directo!de!prueba,!avanceRretroceso! con! especial! formato! (ver! tabla!
38,! pp.! 250B251)! para! ayudarles! posteriormente! a! escribir! la! versión! condensada! de! la!
demostración.!
!





detallado! que! se! ha! hecho,! en! repetidas! ocasiones! se! han! detectado! errores! relativos! a! la!
distinción!de!la!hipótesis!y!la!conclusión!así!como!la!función!de!ambas.!!
!











del! sistema.! Así! tienen! que! derivar! todas! las! posibles! palabras! que! se! puedan! obtener! en! tres!
pasos! al! aplicar! repetidamente! las! reglas! (iBiv)! en! cualquier! orden! a! la! palabra! inicial! s.! Un!










En! otras! sesiones! al! trabajar! las! pruebas! contrapositivo! y! reducción! al! absurdo! se! vuelven! a!
encontrar!evidencias!de!confusión!entre!hipótesis!y!conclusión!así!como!de!su!función.!!
En! la!sesión!10!(desarrollo!de! la!hoja!8)!consideramos!que!el!grupo!de!estudiantes!ha!tenido!un!
logro! sustancial,! los! errores! cometidos! son!menores,! y! con! un!mínimo! de! retroalimentación! en!




5.2.4 Uso de ejemplos, no ejemplos y contraejemplo en la 
demostración y en tareas inherentes 
#
En! este! apartado! se! trata! sobre! el! uso! de! ejemplos! asociado! a! la! construcción! de! una!
demostración! y,! de! manera! implícita,! a! actividades! asociadas! a! esta! práctica! como:! definir,!
conjeturar! y! argumentar.! La! exposición! se! realizará! siguiendo! la! figura! 61! para! contrastar! el!








































afirmación! cuantificada! universalmente,! es! un! ejemplo! para! el! cual! la! afirmación! es! falsa.! Para!
probarla!basta!con!exhibir!un!caso!(contraejemplo)!en!el!que!se!verifica!que!es!falso.!En!cambio,!
para!probar!un!enunciado!que!es!verdadero!es!necesario!asegurarse!que!se!cumple!para!todos!los!
casos.! !En!el!estudio!exploratorio!cuando! los!alumnos! intentaron!probar!que!una!proposición!es!
verdadera!suelen!recurrir!a!un!ejemplo!estableciendo!una!simetría!con!lo!que!se!hace!para!probar!
que! es! falsa! (usar! un! contraejemplo).!Más! aún,! cuando! se! les! presenta! una! demostración! o! la!
realizan!ellos!mismos!necesitan!verificarla!para!algunos!casos!(Alvarado!y!González,!2009).!!
'
Ingeniería' Didáctica' 1a.' Ejemplos' como' entradas' conceptuales' para' apoyar' la' construcción' de'
definiciones'
!
Para! construir! definiciones,! los! estudiantes! recurren! a! ejemplos! de! forma! natural! como! se! ha!
podido! documentar! en! la! implementación! de! la! primera! hoja! de! trabajo! de! esta! ingeniería!
dedicada!al!manejo!de!las!definiciones.!
Para!la!definición!de!número!par,!en!el!trabajo!en!pequeño!grupo,!aunque!se!corresponde!con!un!










































lo! mismo.[…]Entonces! en! general! ¿cómo! escribimos! esto!
acá?! [señala! la! hoja]! ! a! divide! a! b! si! a≠0! y! existe,! por!












[126]! P:! Bien,! que! exista! un! número!






[133]! P:! Sí,! existe! un! número! entero!q,! vamos! a! llamarlo!
así.!En!el!ejemplo!¿quién!sería!q?!
[134]!As:!El!5!
[135]! P:! Entonces! qué! debe! cumplir! q! ¬! [contesta! un!
alumno]!Que!multiplicado!por!4!me!da!20!
[137]! P:! [Continúa! escribiendo]! a! divide! a! b…si! existe! un!
número!entero!q!tal!que!q*a=b!y!a≠0![escribe!enseguida!la!



















feliz' cuando' la' suma' reiterada' de' los' cuadrados' de' sus' dígitos' acaba' siendo' 1)! los! estudiantes!
generan!ejemplos!de!números!felices.!




ceros.! Aunque! en# ocasiones! no! cuidan! sus! argumentos! y! bastan# algunos# ejemplos# para#




Más! tarde! tratando! de! encontrar! números! que! además! de! felices! sean! primos,! se! apoyan! en!
ejemplos!para!construir!estrategias!y!obtener!primos!felices.!En!vista!de!la!dificultad!de!que!ahora!


















Por!ejemplo,!conjeturan#que#una#vez#que#encuentran#un#5#entre# los#dígitos# [271]#a# reducir,# se#
produce#un#ciclo#[273]#y#se#descarta#la#posibilidad#de#que#sea#número#feliz.!Esta!última!conjetura!
























iteraciones,! emerge! la! conjetura!de!que!una! vez!que!aparece!un!5! ya!no!puede! ser!un!número!




Número! 35! 34! 25! 29! 85! 89! 145! 42! 20!
Suma!Cuadrado!de!dígitos! 34! 25! 29! 85! 89! 145! 42! 20! 4!
!
!
Número! 55! 50! 25! 29! 85! 89! 145! 42! 20!









en! la! búsqueda! de! ejemplos!más! complejos! y! estructurados! que! les! permiten! construir! algunas!
conjeturas!y!establecer!espacios!de!ejemplos!y!espacios!de!no!ejemplos!cada!vez!más!generales.!
!
Hay! que! tener! en! cuenta! que! cuando! construyen! conjeturas! basadas! en! las! similitudes! de! los!
ejemplos!de! los!números! felices!encontrados! (e.g.!que!aparezca!algún!dígito! igual)! centradas!en!
los!procesos!con!los!que!los!obtienen!(e.g.!cuando!buscan!combinaciones!de!cuadrados!perfectos!
que! sumen! 10)! no! logran! generar! espacios! de! ejemplos.! Así,! van! dando! más! importancia! a! la!
estructura!de!sus!ejemplos.!
!
Número! 17! 50! 25! 29! 85! 89! 145! 42! 20!
Suma!Cuadrado!de!dígitos! 50! 25! 29! 85! 89! 145! 42! 20! 4!
Número! 45! 41! 17! 50! 25! 29! 85! 89! 145! 42! 20!
Suma!Cuadrado!de!dígitos! 41! 17! 50! 25! 29! 85! 89! 145! 42! 20! 4!
Número! 65! 61! 37! 58! 89! 145! 42! 20!
Suma!Cuadrado!de!dígitos! 61! 37! 58! 89! 145! 42! 20! 4!
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En! el! siguiente! acertijo! que! se! les! propone! ¿qué! número! sigue! en! la! serie! 313,! 331,! 367?! los!
estudiantes!se!dan!cuenta!(con!la!ayuda!del!profesor)!de!que!los!números!de!la!serie!son!números!
felices! y! números! primos.! Las! conjeturas! que! antes! habían! establecido! los! estudiantes! para! los!
números! felices! de! dos! cifras,! toman! fuerza! ahora! para! lograr! encontrar! los! números! felices! de!
tres!cifras!mayores!a!367!y!que!además!resulten!primos.!!
Esta! tarea! constituye! una! situación! de!
resolución! de! problemas! muy! significativa!
para!los!estudiantes!con!la!que!se!muestran!
muy! motivados.! Son! capaces! de! establecer!
un! algoritmo! iterado! (que! programan! con!
ayuda! de! software! como! Excel! de!Microsof!
Office,! figura! 62)! para! determinar! si! un!
número!es!feliz!o!no!mostrando!dominio!de!
la! definición! de! divisibilidad! construida! por!
ellos! mismos! en! la! primera! sesión! de! esta!
ingeniería.! Posteriormente,! combinado! su!
algoritmo! con! una! tabla! de! primos! o! una!










Incluso! otro! alumno! construyó! un! programa! en! lenguaje! Pascal! para! resolver! el! acertijo.! Los!
alumnos! establecieron! diversas! conjeturas! que! se! fortalecían! al! comprobarlas! con! números! de!
más! cifras.!Así! al! aparecer!un!5!en!uno!de! los!pasos!de! la! suma!de! los! cuadrados!de! los!dígitos!




Esto! sorprendió! gratamente! al! profesor! que! no! esperaba! que! las! actividades! de! generación! de!
ejemplos! estimularan! a! los! estudiantes! para! seguir! indagando! y! para! que! establecieran! sus!
conjeturas,!pero!menciona!que!lamentablemente!los!tiempos!y!compromisos!escolares!no!dan!pie!
a!este!tipo!de!exploraciones.!Además!de!no!estar!habituados!tanto!estudiantes!como!maestros!a!
este! tipo! de! dinámicas,! ya! que! en! el! nivel! universitario! se! privilegian! las! prácticas! formales,! se!
involucra!a!los!estudiantes!más!en!la!demostración!formal!y!no!se!le!da!importancia!al!contenido!
estrechamente!ligado!con!esta!tarea!como!lo!son!el!desarrollo!intuitivo!de!ideas,!la!visualización,!
la! organización! de! la! información! en! tablas,! las# prácticas# donde# los# estudiantes# exploren# y#












En! este! sentido! diferentes! investigadores! han! encontrado! que! las! representaciones! tabulares!
pueden! ayudar! a! los! estudiantes! para! ver! relaciones! generales! subrayando! patrones! y!
representaciones! algebraicas.! Por! ejemplo,! Rojano! y! Butto! (2004)! indican! que! las! grandes!
dificultades! que! tuvieron! algunos! alumnos! para! trabajar! secuencias! geométricas! en! distintos!
contextos,!fueron!superadas!sólo!cuando!se!les!presentó!una!tabla!numérica!con!la!que!pudieron!
comparar! fácilmente! los! valores! numéricos.! Así:! 1)! La! generalización! es! fundamental! para! el!
pensamiento!matemático! y! algebraico;! 2)! La! generalización! algebraica! es! un! elemento! primario!
hacia! la! abstracción! matemática! y! puede! ser! desarrollada! a! partir! del! trabajo! con! patrones! o!
regularidades! que! favorecen! la! articulación! en! situaciones! cotidianas! y! que! 3)! para! aprender! el!
lenguaje! algebraico! es! importante! que! el! alumno! tenga! algo! que! comunicar;! necesita! percibir!
previamente!un!patrón!o!una!regularidad.!
Los!maestros!deben!fomentar!en!sus!alumnos!la!cultura!de!modelar,!explorar,!comentar,!predecir,!
suponer! y! poner! a! prueba! sus! ideas,! además! de! poner! en! práctica! sus! habilidades! y! tener! la!







Figura 63 Uso de ejemplos en un proceso de demostración#
!
Para! concluir,! la! construcción! de! ejemplos! ayuda! a! los! estudiantes! a! construir! conjeturas! y!
verficarlas,! en! principio! sólo! observando! resultados,! pero! poco! a! poco! se! van! fijando! en! la!
estructura! o! en! el! proceso! como! fueron! obtenidos,! con! lo! que! surgen! además! de! ejemplos,!

































Para! ilustrar! esta! situación! se! hará!mediante! la! resolución! que! hicieron! de! la! proposición:!Para'
todo'número'natural'n,'se'tiene'que'n2+n+41'es'primo,!que!venía!acompañada!de!una!tabla!para!










En! el! fragmento! [68B92! ver! p.! 240]! evalúan! para! 3,! 4,! 5,! 7! la! expresión! y! obtienen! un! número!




prueba!de! la! fuerza!de! la!asociación!que!establecen!entre! los!números! impares!y! los!primos.!En!
principio! consideraban! que! el! enunciado! era! verdad,! pero! al! buscar! un! contraejemplo! se!
encuentran!con!ciertas!dificultades!.!
!








par! y! al! sumarle! 41! es! impar.! Este! patrón! lo! basan! en! los! ejemplos! encontrados! y! no! en! su!
estructura,!aunque!la!conjetura!es!cierta!y!es!sencillo!probarla!n'por'la'expresión'de'números'pares'
e' impares' respectivamente' (2k' o' 2k+1)' y! realizando! los! cálculos! algebraicos.! Insisten! en! su!
asociación!entre!número!primo!y!número!impar.!Esto!ocurre!cuando!considerar!que!el!número!2!






Aún! cuando! han! encontrado! varios! ejemplos! que! satisface! que! la! expresión! f(n)! es! primo! en! el!
fragmento! [167B211,! p.! 242]! muestran! una! necesidad! de! la! demostración,! para! ello! intentan!
generalizar! y! probar! la! proposición! por! inducción! matemática! lo! que! se! percibe! claramente!
durante!la!socialización!en!gran!grupo.!Prueban!que!la!proposición!se!cumple!para!k+1,!aunque!no!
hacen!explícito!que!F(1)!se!cumple!con!ser!primo,!ni!consideran!el!supuesto!de!que!F(k)!sea!primo.!
Al! tratar! de! probar! que! F(k+1)! es! primo! obtienen! de! n2+n+41! la! expresión! (k+1)2+k+1+41.! Al!
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realizar! cálculos! en!esa!expresión! intentan! resolverla! como! si! fuera!una!ecuación,! considerando!
primero! (k+1)2=0! con! lo! que!encuentran! la! raíz!k=R1.! Esa! raíz! la! sustituyen!en! toda! la! expresión!
(k+1)2+k+1+41!sin!tener!cuidado!de!los!signos!y!eso!les!conduce!a!encontrar!el!número!47,!que!es!
un!número!primo.!Finalmente!se!percibe!confusión!entre!n'y!k! junto!con!una!mezcla!de! ideas!y!
procedimientos! algebraicos! erróneos! en! un! intento! por! generalizar! y! acomodar! las! expresiones!
para!que!funcione.!Esto!confirma!la!creencia!que!tienen!de!que!en!ocasiones!al!realizar!cálculos!o!
demostrar! los! maestros! “acomodan”! los! cálculos! o! recurren! a! artificios! que! no! resultan!
transparentes!para!ellos.!!
La! inducción!matemática! es! una! técnica! que! resulta! artificial! para! ellos! y!más! que!una! línea! de!
razonamiento!tratan!de!acomodar!cálculos!para!conseguir!la!expresión!requerida.!Esta!técnica!de!
demostración! no! fue! abordada! en! esta! Ingeniería! Didáctica,! aunque! resultaría! interesante! una!
exploración!más!profunda!con!actividades!cercanas!al!estudiante,!en!las!que!los!ejemplos!tengan!
un! papel! preponderante! y! que! en! ellos! se! pueda! buscar! una! determinada! estructura! que! les!
permita!aproximarse!a!una!demostración.!!!!
!
Finalmente!en! los! registros!escritos!encontramos!que!muestran!variados!ejemplos!en! los!que!se!
verifica!que!f(n)=!n2+n+41'es!primo!y!con!ese!argumento!deciden!que!el!enunciado!es!verdadero.!
La! dificultad! para! encontrar! un! contraejemplo! o! bien! que! un! buen! número! de! ejemplos!
encontrado! valida! el! enunciado,! para! ellos! equivale! a! decir! que! el! enunciado! es! verdadero.!
Muchos! estudiantes! creen! que! mostrar! que! un! teorema! general! es! válido! con! un! ejemplo!
específico,!o!quizás!con!varios!ejemplos,!es!suficiente!como!demostración!(Weber,!2001).!También!
en! los! estudios! que! realizó! Wason! (1966),! observó! que! los! sujetos! mostraban! el! sesgo! de! la!
confirmación,! es! decir,! el! principal! error! que! tienen! los! estudiantes! es! que! intentan! encontrar!
evidencia!que!confirme!la!regla!en!lugar!de!buscar!una!evidencia!que!la!falsee.!Por!otra!parte,!en!




esquemas! de! prueba! sugeridos! por! diferentes! autores! (e.g.! Harel! &! Sowder,! 1998;! Bell,! 1976,!
1979;!Balacheff,!1987;!Gutiérrez,!2001)!los!estudiantes!se!ubican!en!pruebas!empíricas,!dado!que!
validan! las! proposiciones! a! través! de! la! verificación! de! casos! particulares.! No! obstante,! en!
repetidas!ocasiones!los!estudiantes!muestran!que!no!estan!satisfechos!con!el!tipo!de!prueba.!Esto!
se!fortalece!si!se!tiene!en!cuenta!que:!a)!realizan!diferentes!intentos!por!falsear!la!proposición!con!
una! insistente! y! fallida! búsqueda! de! contraejemplos,! b)! tratan! de! probar! mediante! inducción!
matemática!o!reducción!al!absurdo,!algo!que!todavía!no!se!ha!desarrollado,!dando!muestra!de!la!
necesidad! de! afinar! el! nivel' de' sofisticación' de' las' técnicas' de' demostración! disponibles! (Bell,!
1979),!y!c)! intentan!construir!casos!genéricos!en!la!expresión!f(n)=n2+n+41!considerando!n!par!o!















[235]! Profesor:! […]! Cómo! demostrar! la! verdad! o!
falsedad! de:! Para' todo' número' n,' se' tiene' que'
n2+n+41'es'primo.!Ensayen!con!diferentes!números!
[…]!y!justifiquen.!Ahí!les!dice!que!pueden!usar![..]!su!











![242]! P:! Bueno! habría! que! asegurarnos! de! que!
todos! los! pasos! en! la! inducción! matemática! están!
bien,! o! si! alguien! encuentra! uno! que! no! cumpla!













![252]! P:! No! siempre! ocurre,! aunque! ocurra! en! muchos! casos.! Ahora! algo! importante! podría! ser!
preguntarnos!¿cuál!es!el!número!natural,!menor,!más!pequeño!donde!la!expresión!no!es!un!número!primo?!
Yo! les!he!dicho!41,! […]!¿habrá!otro!menor!que!41!para!el!que! la!expresión!nos!dé!un!número!no!primo?.!
[Usa!software!para!calcular]!Ahora!si! lo!hacemos!en!SWP!y! le!ponemos!FACTOR!al!número,!si!es!primo! lo!
muestra!igual!y!sino!pone!sus!factores.!Bueno!en!este!caso!aunque!ustedes!lo!hagan!para!muchos!ejemplos!
y!cumplan,![…]!es!falso!porque!ya!encontramos!uno![el!41].!Esto!es!muy!importante!porque!a!lo!largo!de!la!
historia! […]! se!han!planteado!muchas!preguntas,!así! se! trabaja!en!matemáticas.!Por!ejemplo!dicen!“a!ver!
creo! que! todos! estos! números! son! primos”! y! a! tratar! de! probarlo! con! diferentes! técnicas:! reducción! al!
absurdo,!no;!de!manera!directa,!no;!si!no!se!puede!probar!que!es!verdad!entonces!intentamos!probar!que!
es!falso!buscando!un!contraejemplo!o!un!ejemplo!donde!no!sea!verdad.! !Entonces!se!pueden!pasar!siglos!
buscando.! [Menciona! a! detalle! la! conjetura! de! Goldbach! (cualquier! número' par' mayor' que' 2' se' puede'















en' el' enunciado.' (Para' demostrar' que' es' F)' Para' demostrar' que' es' V' no' es' suficiente' con'
mostrar'que'sólo'un'elemento'cumpla'con'la'condición.'
!
El! uso! de! ejemplos! es! una! estrategia! muy! utilizada! por! los! estudiantes.! Recurren! a! ellos! para!
construir! conjeturas,! para! evidenciar! que! han! comprendido! una! definición,! para! explicar! su!
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pensamiento,! etc.! El! propósito! en! esta! Ingeniería! era! que! entendieran! su! función! en! la!
demostración,!es!decir,!que!para!probar!que!una!proposición!no!se!verifica!basta!con!exhibir!un!
contraejemplo! y,! para! probar! que! una! proposición! es! verdad! si! no! es! posible! probar! todos! los!
casos,! es! necesario! buscar! otros! métodos! de! prueba.! Se! ha! obtenido! evidencia! de! un! avance!
importante,! aunque! como! en! las! últimas! sesiones! se! les! pedía! que! utilizaran! métodos! de!
demostración! específicos,! es! difícil! concluir! que! cuando! no! se! les! pida! utilizar! un! método!
determinado,!seguirán!recurriendo!a!la!técnica!de!verificar!algunos!ejemplos!para!convencerse!de!
la! verdad! de! alguna! proposición,! o! bien,! que! la! dificultad! para! encontrar! un! contraejemplo! les!
lleve!a!concluir!de!manera!equivocada!que!una!proposición!sea!verdadera.!
!
Ingeniería' Didáctica' 3.' Ejemplos' como' entradas' conceptuales' auxiliares' en' ' la' demostración'
matemática.'
!







En! la!misma! !hoja!de! trabajo!#!5!cuando! los!estudiantes!buscan!probar!que,! !para' todo'número'








infinito,' siendo' k' un' número' natural,! encontramos! que! construyen! espacios! de! ejemplos! pero!
buscan! encontrar! en! ellos! rasgos! genéricos! que! les! permitan! avanzar! en! la! demostración,! con!




de! ejemplos! en! la! tarea! de! demostrar,! los! espacios! personales! de! ejemplos! y! herramientas!




respondan! con! la! definición,! poder! identificar! no! ejemplos! y! encontrar! organizadores! genéricos!
para!construir!espacios!de!ejemplos!!que!finalmente!les!permiten!resolver!una!situación!en!la!que!





5.2.5 Pruebas deductivas 
!
Para! documentar! el! avance! que! se! produjo! en! cuanto! a! las! pruebas! deductivas! haremos! un!
contraste!entre!el!estudio!exploratorio!y!la!ingeniería!didáctica!mediante!los!distintos!momentos!
ilustrados!en!la!figura!64:!(0)!estudio!exploratorio!realizado!para!tomar!elementos!del!diseño,!(1)!
implementación! de! la! ingeniería! en! un!momento! inicial! que! nos! permitió! darnos! cuenta! de! los!
errores! y! nociones!de! los! estudiantes! en! trabajo! en!pequeño! grupo,! (2)! la!modificación!de! esta!
noción! con! la! intervención! del! profesor! y,! finalmente,! (3)! cuando! toman! lugar! como! entrada!
conceptual!útil!al!momento!de!demostrar!proposiciones!y!comunicar!su!demostración.!!
!
Figura 64 Avance en pruebas deductivas en este trabajo%
'
0.'Estudio'exploratorio'
En! el! estudio! exploratorio! pudimos! observar! que! tres! grupos! de! estudiantes! de! licenciatura! en!
matemáticas! de! diferentes! niveles! (primer! semestre,! tercer! semestre! y! quinto! semestre)!
presentan!en!su!mayoría!esquemas!de!prueba!empíricos,!es!decir,!verificaciones!a!partir!de!unos!
cuantos!ejemplos!particulares!y!observaciones!perceptivas!en!las!proposiciones!geométricas.!!Una!
mínima! parte! (dos! estudiantes)! desarrolló! esquemas! de! prueba! deductivos,! axiomáticos! y!













Cuando! a! los! estudiantes! se! les! plantean! las! actividades! en! las! que! deben! realizar! pruebas!
deductivas!de!acuerdo!a!la!clasificación!de!Gutiérrez!(2001)!(sesión!7!a!la!9,!hojas!de!trabajo!6!a!la!
8!respectivamente!para!métodos!directos!de!demostración),!o!bien,!deben!reconocer!el!proceso!
de! demostrar! como! un! proceso! de! razonamiento! en! sentido! estricto,! es! decir,! para! producir!
demostraciones!como!las!de!los!libros!de!texto!están!preparados!para:!
a)! Reconocer! la! importancia! de! las! definiciones! y! verlas! como! una! doble! implicación.! Eso! les!




































proposición! si! no! se! corresponden! con! la! totalidad,! esto! no! constituye! garantía! de! verdad! en!
matemáticas.! Y! que! un! contraejemplo! es! suficiente! garantía! de! que! la! proposición! en! juego! es!
falsa,!además!de!que!la!dificultad!para!encontrarlo!no!es!suficiente!para!asegurar!que!no!exista.!
d)!Afinar!sus!esquemas!de!prueba!con!cierto!nivel!de!sofisticación!en!las!técnicas!de!demostración!
disponibles! por! la! insatisfacción! (disonancia! cognitiva)! generada! con! las! pruebas! enfrentadas!
previamente.!!






El! manejo! de! las! definiciones,! la! identificación! de! la! hipótesis! y! la! conclusión,! al! igual! que! el!
formato!de!dos!columnas!utilizado!para!guiar!el!proceso,!ha!permitido!avanzar!en!el!proceso!de!
producir! demostraciones! y! con! ello! se! ha! conseguido! que! los! estudiantes! generen! una!








Figura 65 Proceso para desarrollar competencias demostrativas 
!!!!
Al!cobrar!sentido!las!definiciones,!la!hipótesis!y!la!conclusión!y!su!función!en!la!demostración,!los!
estudiantes! transforman! la! convicción! interna! en! externa! (al! poder! comunicarla! a! otros)! y!
viceversa.!!!
La! noción! de! pregunta! clave! causó! conflicto! cuando! se! les! pedía! que! las! identificaran! al!
























Durante! la!socialización!de! las!demostraciones!generadas!con!el!proceso!avance!y! retroceso,! los!




en! relación! con! el!método! de! avance! y! retroceso! para! demostrar! ha! sido! efectivo! al! tener! que!
resolver! una! tarea! contextualizada! mediante! una! situación! ajena! a! las! matemáticas! [aplicar! el!
método!avance!y!retroceso!para!construir!un!alfabeto!con!ciertas!reglas!establecidas,!!ver!p.!281B
284].! En! ocasiones! han! tenido! que! enfrentarse! a! las! dificultades! inherentes! al! proceso! de!
demostración! recogidas! en! la! literatura! (por! ejemplo! el! error! de! la! recíproca),! pero! el! trabajo!









En! general! no! tuvieron! problemas! para! aplicar! esta! técnica,! más! bien! presentaron! errores!














espacios!de!ejemplos! y!ejemplos!genéricos! con! la! intención!de! fijarse!en! la!estructura!y!extraer!
información!en! la!construcción!de! la!contradicción.!Gracias!a!ciertas! intervenciones!del!profesor!
logran!finalmente!la!demostración.!
!











Los! alumnos! no! presentaron! dificultades! con! las! técnicas! de! reducción! al! absurdo! y! del!
contrapositivo.!En! la! socialización!se!discutieron!algunas!sutilezas!que!no! tuvieron!en!cuenta! los!
estudiantes.! Por! ejemplo,! cuando! tratan! de! demostrar! que! √2! es! irracional! consideran! su!
representación!decimal.!El!profesor!trata!este!tema!indicando:!
!










En! la! ingeniería! se! deberían! haber! incluido! actividades! de! demostración! que! involucraran!
cuantificadores! por! las! dificultades! detectadas! para! construir! negaciones.! En! los! métodos!
indirectos!no!había! situaciones!en!que! los!que! la!negación!se!estableciera!en!un!enunciado!que!
tuviera!cuantificadores.!!!
En!las!pruebas!que!involucraban!el!método!contrapositivo,!por!cuestiones!de!tiempo,!el!profesor!
decidió! no! dejar! tiempo! para! el! trabajo! en! equipo! y! observamos! que! ese! fue! un! factor!
determinante!para!que!se!cometieran!errores!ya!que!los!estudiantes!no!tuvieron!el!espacio!para!
discutir!y!darse!cuenta!de!las!inconsistencias.!
5.3 Aportaciones e implicaciones de la ID 
!
En!el!Capítulo!1!se!señaló!que!la!motivación!de!este!trabajo!fue!la!no!asunción!del!dominio!de!las!
bases! necesarias! en! los! estudiantes! egresados! de! bachillerato! para! acceder! a! la! demostración!
como!proceso!y!en!dar!lugar!a!la!demostración!matemática!como!objeto!de!estudio!y!como!parte!
esencial! para! comunicar! el! conocimiento! en! matemáticas.! De! ahí! se! deriva,! que! nuestra!
pretensión! en! esta! investigación! era! comprender! los! elementos! necesarios! para! desarrollar! la!
noción! de! la! demostración! matemática! en! los! estudiantes! y! utilizar! dicha! comprensión! en! la!
elaboración! de! una! propuesta! para! intervenir! en! el! salón! de! clases,! con! estudiantes! de! nuevo!
ingreso!a!la!licenciatura!en!Matemáticas!Aplicadas!de!la!Universidad!Juárez!del!Estado!de!Durango,!
México! (UJED).!Dicha!propuesta!debía! conformarse!de!manera! informada!en! la! investigación!en!
educación! matemática! para! cambiar! el! estatus! de! la! demostración! desde! una! noción!
paramatemática! hasta! lograr! un! reconocimiento! como! objeto! de! estudio.! Con! ello,!
primordialmente,! buscábamos! impulsar! en! los! estudiantes,! el! desarrollo! de! competencias!
demostrativas,! procurándoles! herramientas! y! experiencias! de! aprendizaje! colaborativo! que! les!
permitieran! una! amplia! concepción! de! la! demostración,! que! la! dotaran! de! significado! y! ! los!
! 379 
acercara! a! la! comprensión! de! su! naturaleza! y! al! rol! que! juega! al! “hacer”! matemáticas! y! en! el!
desarrollo! y! avance! de! la! misma.! Para! tal! propósito,! nos! planteamos! los! siguientes! objetivos!
particulares:!
!





respondieran! a! las! exigencias! del! contexto! y! a! la! construcción! del! conocimiento! base! necesario!
para!enfrentar!la!demostración!matemática.!
!
Somos! conscientes! de! la! amplitud! y! generalidad! del! objetivo! de! este! trabajo,! que,! en! parte,! se!
debe!a!los!obstáculos!percibidos!en!los!estudiantes!para!enfrentar!la!demostración!matemática,!a!
que! es! una! idea! fundamental! en! matemática! y,! a! que! actualmente! muchos! investigadores! en!
educación! matemática! han! prestado! atención! a! este! tema,! reclamando! que! se! preste! mayor!
importancia! en! el! curriculum! y! han! presentado! herramientas! teóricas! para! el! estudio! de! la!
construcción! de! conocimiento! necesario! para! su! abordaje! (e.g.! Harel,! Schoenfeld,! Lampert,!
Greeno,! Hanna,! Tall,! Vinner,!Marrioti,! Dreyfus,! etc).! Por! esta! razón! la! identificación! de! algunos!
obstáculos,!dificultades!y!errores!ligados!a!la!demostración,!así!como!propuestas!para!librarlos!nos!
parecen!importantes!en!nuestra!investigación,!así!como!base!de!futuras!investigaciones.!
Aunque! se! abordaron! todos! los! objetivos! antes! mencionados! y! trazados! al! principio! de! la!
investigación,! dándose! respuestas! (más! o! menos! parciales)! a! todos! ellos,! también! quedaron!
abiertas!muchas!cuestiones,!que!motivarán!el!desarrollo!de!posteriores!investigaciones.!
5.3.1 En relación con las hipótesis ímplicitas y los objetivos trazados 
!
Con! la! finalidad! de! ofrecer! argumentos! para! validar! las! hipótesis! de! este! trabajo! (ver! p.! 14)!
seguiremos!el!modelo!de!Toulmin!(para!una!descripción!ver!!pp.!33B34),!presentando!los!datos!de!
























G11! Este! diseño! al! no! dar! por! supuesto! que! los! estudiantes! “deben”! cumplir! con! cierto!




G12! En! cuanto! al! manejo! de! las! definiciones,! crucial! en! la! demostración! matemática,!
encontramos,! en! el! estudio! exploratorio,! evidencia! de! las! dificultades! con! su! manejo.! Dichas!
dificultades,! fueron! consideradas! para! el! diseño! de! la! intervención! didáctica! y! durante! la!
implementación! de! la! ingeniería! presenciamos! con! asombro,! la! lucha! de! los! estudiantes! para!
lograr!reconstruir!definiciones!básicas!(e.g.!triángulo!isósceles,!número!par,!número!primo,!etc)!y!
poder! construir! definiciones! aceptables! en! la! comunidad! matemática.! Podemos! resumir! que:!
desde! el! estudio! exploratorio! hasta! el! final! de! la! implementación! de! la! ingeniería,! el! diseño! ha!
permitido!que!se!transite!desde!un!manejo!parcial!de!las!definiciones,!hacia!la!reconstrucción!de!
definiciones!“conocidas”,!se!establezcan!acuerdos!para!dar!una!“buena!definición”!aceptada!por!la!
comunidad! de! práctica! y! de! ahí! puedan! extraer! su! significado! para! utilizarla! como! entrada!
conceptual!en!una!demostración!matemática.!Esta!trayectoria!nos!permite!discutir!cómo!pueden!
los! estudiantes! no! sólo! entender! las! definiciones,! sino! darse! cuenta! de! la! necesidad! de! ciertas!
maneras! de! definir,! cuál! es! el! papel! de! las! definiciones! al! realizar! una! demostración,! y! cómo!
pueden! darse! cuenta! de! este! papel! para! adoptar! la! necesidad! de! definiciones! precisas! o!
“correctas”!en!el!área.!
!
G21' Los! estudiantes! en! pequeño! grupo! expresan! con! sus! pares,! en! igualdad! de! condiciones,! su!
pensamiento! reduciendo! el! miedo! al! error! al! no! tratarse! de! actividades! en! las! que! se! pida! un!
resultado!y!este!sea!catalogado!como!bien!o!mal.!
G22! En! un! ambiente! no! competitivo! pudimos! observar! que! se! promueven! el! desarrollo! de!
habilidades! sociales! como! escuchar! y! cooperar,! así! como! habilidades! cognitivas! de! atención,!
concentración,! razonamiento! y! lenguaje.! Todas! ellas! necesarias! para! un! buen! desempeño! en! la!
demostración!matemática!y!en!la!práctica!profesional.!
G23! La!persistencia!en! la! tarea!es!una!habilidad!que!se!va!desarrollando!y!vemos!como!ellos! se!
mostraron! cada! vez!más!dispuestos! a! intentar! y! a!probar!diferentes! estrategias!para! concluir! la!
tarea.!
G24! El! todo! es!mayor! que! las! partes,! así! la! producción! del! equipo! es!mejor! que! la! producción!




construir! ejemplos! desde! una! definición! matemática,! construir! una! negación,! realizar! una!


















G36! El! conocimiento! base! compartido! del! pequeño! grupo,! como! ha! sido! construido! por! ellos! y!
está!basado!en!argumentos!convincentes!aceptados!por!el!equipo,!son!incorporados!al!cuerpo!de!
conocimientos!de! cada!uno!de! los! integrantes.! Esto! lo!podemos!ver! cuando!usan!argumentos!o!
hechos!establecidos!por!alguno!de! sus! compañeros!para! construir!nuevos!argumentos!y!dan! tal!
reconocimiento!al!igual!que!en!la!práctica!profesional!del!matemático.!!





G42! El! profesor! selecciona! el! orden! en! que! se! van! depurando! las! producciones! iniciando! con!
aquellas! que! presentan! mayores! debilidades! y! dejando! al! último! las! que! tienen! menores!
debilidades!o!bien!son!las!aceptadas!dentro!de!la!comunidad!matemática.!
G43! La! secuenciación! descrita! en! G32! permite! la! participación! de! todas! las! producciones! y!
también!que!sean!los!estudiantes!mismos!los!que!vayan!mejorando!las!producciones,!encontrando!
equivalencias!entre!ellas!y!juntos!lograr!avanzar.!
G44! Con! la! participación! del! profesor! en! la! discusión! se! puede! construir! una! explicación! o!




puede! leer! linealmente! (por!ejemplo!una!demostración)!como!ocurre!en!otras!disciplinas,!aún!y!
cuando!se!sea!matemático!profesional.!Es!necesario!leer,!meditar,!releer,!usar!lápiz!y!papel!para!ir!
rehaciendo!lo!que!el!autor!hizo.!Esto!implica,!estar!regresando!a!partes!anteriores!o!bien!a!otras!
fuentes! escritas! o! consulta! con! pares! para! lograr,! elaborar! o! reformular! las! ideas! para! la!
comprensión!cabal!del!texto.!Esto!se!ha!podido!observar!principalmente!en!las!sesiones!9!y!10.!
G52! El! estudiante!participa! en! la! construcción! compartida!del! conocimiento! (como!ocurre! en! la!






alumnos! de! los! diferentes! semestres! de! la! licenciatura! incluido! el! primer! semestre! (sujetos! de!
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O11! En! la! ingeniería! se! deberían! haber! incluido! actividades! de! demostración! que! involucraran!
cuantificadores! por! las! dificultades! detectadas! para! construir! negaciones.! En! los! métodos!




obstante,! intentaron! utilizarla! para! justificar! si! la! expresión! f(n)=n2+n+41! siempre! generaba!
números!primos,!dejando!ver!que!es!una!técnica!que!les!resulta!artificial!y!más!que!una!línea!de!









presentar! su! producción! y! explicarla.! No! obstante,! aún! en! estas! circunstancias! los! demás!
estudiantes! contribuyen,! ya!que!muestran!madurez! al! atender! la! exposición! y! demandar!mayor!
explicación.!Por!su!parte,!quien!explica!al!tener!que!convencer,!logra!una!mayor!comprensión.!
O32!No!siempre!se!realiza!un!monitoreo!adecuado!por!parte!del!profesor!al!trabajo!en!pequeños!
grupos! y! en! consecuencia! en! tareas! que! fueron! muy! estimulantes! para! los! estudiantes! no! se!
explota!la!riqueza!durante!la!socialización!en!gran!grupo.!
'
O41! El! profesor! al! no! estar! habituado! a! la! dinámica! de! trabajo! impuesta! en! esta! Ingeniería!
Didáctica,!en!repetidas!ocasiones!se!muestra!impaciente!y!no!espera!el!tiempo!suficiente!para!que!
sean! los! estudiantes! quienes! propongan! una!mejora! a! la! producción! y! es! él! quien! lleva! a! cabo!
acciones!que!permiten!avanzar!en!el!proceso!de!construcción!del!conocimiento.!
O42'Con!el!modelo!RBCBC!hemos!identificado!acciones!epistémicas!en!el!profesor!y!creemos!que!
tiene!mayor! valor! para! el! avance! del! aprendizaje! que! sean! los! alumnos! quienes! efectúen! tales!
acciones.!!!
'
O61! El! nivel! de! conocimientos!de! los! estudiantes,! que! se!mostró!más!bajo!del! esperado!a!nivel!
conceptual,! aún! en! conceptos! básicos! provocó! que! se! extendieran! los! tiempos! previstos! por!
sesión,! tanto! en! la! parte! de! trabajo! en! pequeño! grupo! como! en! las! discusiones! en! gran! grupo.!
También,! teniendo! en! cuenta! la! extensión! de! nuestra! Ingeniería! y! la! complejidad! del! tema!
abordado,!se!multiplican!las!dificultades!en!su!implementación!y!análisis.!!
O62! ! El! profesor! al! notar! la! deficiencia! de! los! estudiantes! en! el!manejo! de! la! definición! decide!






O64! Un! elemento! de! gran! importancia! que! afectó! el! (re)diseño! de! diversas! situaciones! y!
actividades!resultó!ser!que!un!gran!porcentaje!de!los!estudiantes!eran!foráneos!y!al!acercarse!el!
período!vacacional!y!descargarse!de!los!compromisos!de!las!materias!oficiales,!tomaron!la!decisión!




investigación,! que! nos! ayudan! a! dar! respuesta! a! las! expectativas! iniciales,! que! las! hipótesis! de!
partida!que!habíamos!considerado!son!válidas,!por!lo!que!afirmamos,!en!general,!que:!
1.! Es! posible! mejorar! las! competencias! demostrativas! de! los! estudiantes! si! entienden! los!
conceptos! involucrados! en! el! enunciado! a! probar! y! pueden! extraer! significado! y! derivar!
información!relevante.!
2.! La! educación! y! ejercitación! de! un! pensamiento! matemático! deductivo! y! flexible! requiere! el!
desarrollo!de!la!capacidad!de!utilizar!al!menos!las!cuestiones!básicas:!identificación!de!hipótesis!y!
conclusión! y! su! función! en! el! proceso! de! demostrar;! desenvolver! definiciones! de! conceptos!
presentes! en! la! proposición! en! juego;! uso! adecuado! de! cuantificadores! y! conectivos! lógicos;! y,!
técnicas!y!procedimientos!para!demostrar.!!
3.!Entender!la!importancia!de!las!fórmulas,!objetos,!notación!y!su!función!como!parte!inherente!al!
lenguaje! matemático! ayuda! a! no! alejarlo! de! la! lectura! en! matemáticas! y! lo! acerca! para!
comprender!mejor!las!ideas.!!
4.!La!discusión!entre!pares!con!la!finalidad!de!construir!los!conceptos!!juega!un!papel!fundamental!
en! la! actividad! matemática,! ya! que! se! exhiben! concepciones! e! interpretaciones! erróneas! e!
imágenes!poco!elaboradas!que!interactúan!en!un!proceso!dinámico!en!el!cual!las!representaciones!
mentales!se!pueden!ir!fortaleciendo!para!construir!conocimiento!compartido.!!
5.! Las! variaciones! en! la! organización! usual! de! la! clase! fomentando! el! trabajo! y! discusión! entre!
pares!y!posteriormente!compartir!en!gran!grupo!en!una!discusión!mediada!por!el!profesor!pueden!
provocar! una! mejora! en! la! actitud! y! rigor! matemático! de! los! estudiantes! e! incentivar! un!
aprendizaje!más!activo.!Particularmente!hemos!podido!observar!como!el!lenguaje!se!va!refinando!
cada! vez! más! a! medida! que! avanza! la! discusión! tanto! en! pequeños! grupos! como! en! la! clase!
completa.!Dicho!refinamiento!es!provocado!por!la!necesidad!de!comunicar!ideas!a!otros.!!
6.! El!uso!activo!de!ejemplos! y! contraejemplos!enriquece! las!experiencias!de! los!estudiantes,! los!
ayuda! a:! extraer! características! propias! de! los! objetos! en! juego;! distinguir! gradualmente! ! la!
diferencia!entre!verificar!y!demostrar;!los!prepara!para!tareas!no!rutinarias;!y,!para!la!construcción!
de!sus!propias!conjeturas.!!











puede! leer! linealmente! (por!ejemplo!una!demostración)!como!ocurre!en!otras!disciplinas,!aún!y!
cuando!se!es!matemático!profesional.!Es!necesario!leer,!meditar,!releer,!usar!lápiz!y!papel!para!ir!
rehaciendo!lo!que!el!autor!hizo.!Esto!implica,!estar!regresando!a!partes!anteriores!o!bien!a!otras!











hemos! realizado! una! aproximación! socioBepistemológica! para! comprender! la! naturaleza! de! la!
demostración! matemática! y! los! elementos! que! tienen! relación! con! este! conocimiento! como!
concepto!y!como!proceso,!así!como!su!desarrollo,!desde!donde!se!puede!apreciar!que!ha!sufrido!




La! dimensión! epistemológica! nos! permitió! reconocerla! como! un! objeto! de! naturaleza!
extremadamente! compleja! que! satisface! la! necesidad! de! contar! con! un! medio! para! explicar,!




discrepar! en! las! ideas! con! sus! compañeros,! comprendiera,! la! definición! como! objeto,! como!
proceso! y! como! elemento! crucial! para! avanzar! en! la! demostración! matemática,! ya! sea! por!
extracción!de!significado!o!dotando!de!significado!a!los!conceptos!involucrados!en!el!enunciado!de!
la!proposición!o!teorema.!Para!la!extracción!o!el!dar!significado!a!los!objetos,!el!uso!de!ejemplos,!
no! ejemplos! y! contraejemplos,! se! impone! de! manera! natural.! La! necesidad! de! comunicar! de!
manera!convincente!a!sus!compañeros!o!al!profesor!les!lleva!a!refinar!cada!vez!más!su!lenguaje,!
haciendo!énfasis! en!el! uso! adecuado!de! conectivos! lógicos,! cuantificadores,! apariencia! y! estado!
del! enunciado! de! la! proposición! en! juego,! así! como! del! papel! de! sus! componentes.! El! uso! de!
tecnología,!al! igual!que!el!diseño!de! las! tareas!propuestas!en!cada!hoja!de! trabajo!nos!permitió!
también!recurrir!a!la!conjetura!como!una!actividad!preponderante!en!la!noción!de!generar!nuevo!
conocimiento,!buscando!generalizar!resultados!susceptibles!de!prueba,!!utilizando!inicialmente!el!





También,! motivados! por! las! sugerencias! de! estudiar! ! la! práctica! de! los! matemáticos! a! fin! de!
encontrar!información!acerca!de!cómo!han!desarrollado!habilidades!para!tratar!con!los!conceptos!
estructuralmente! definidos! (Edwards,! Dubinsky! y! Mc! Donald,! 2005,! pp.! 17B18;! Harel,! Selden! y!
Selden,! 2006,! p.! 156),! en! el! apartado! 2.2! ! Pensamiento! matemático! avanzado! y!
demostración! matemática,! describimos! trabajos! que! muestran! la! corriente! reciente! en!
pensamiento! matemático! avanzado! que! se! ocupa! de! la! práctica! del! matemático! en! aras! de!
comprender!su!forma!de!organizar!y!construir!el!conocimiento,!y!con!el!propósito!de!traducirlo!en!
estrategias!para!la!enseñanza!de!la!matemática.!Entre!los!trabajos!descritos!del!pequeño!grupo!de!
investigación! interesado! en! la! práctica! del! matemático! particularmente! encontramos! los!




En!relación!a! la!enseñanza!de! la!matemática!en! los!diferentes!niveles!encontramos!un!grupo!de!
investigadores!que!defienden!que! los!procesos!de!conocimiento!de! los!matemáticos!constituyen!
pensamiento!matemático! genuino! y! de!manera! similar! se! debería! establecer! un! estándar! para!
emular! en! los! estudiantes,! es! decir! la! metáfora! de! los! estudiantes! como! matemáticos.! Para!
Schoenfeld! (1988)! los! estudiantes! deben! desarrollar! la! estética! del! matemático! o! bien! ver! el!
mundo! con! ojos! de! matemático;! ! Lampert! (1990)! quiere! que! sus! estudiantes! conozcan! la!
matemática! igual! que! se! conoce! en! la!matemática! como! disciplina;! y! Brown,! Collins,! &! Duguid!
(1989)!consideran!que! los!estudiantes!pueden!verse!como!“aprendices!cognitivos”!bajo! la! tutela!
de! un!matemático.! Dentro! de! esta! corriente! encontramos! trabajos! de! Beberman,! 1958;! Begle,!
1970;! Piaget,! 1970,1973;! Bruner,! 1977;! Schwab,! 1978;! Romberg,! 1983;! Schoenfeld! 1985,! 1988;!








Como! ejemplos! podemos! mencionar,! el! conocimiento! estratégico! para! manejar! definiciones,!
reconocer! la! estructura! de! proposiciones! (cuantificadores,! conectivos! lógicos,! hipótesis,!
conclusión,!etc)!y!!técnicas!de!demostración.!!En!principio,!para!aproximarnos!a!la!demostración,!
los! estudiantes! deben! ser! capaces! de! manejar! los! conceptos! y! definiciones! implicadas! y! su!




aparece! como! inadecuado! introducir! la!mayor! parte! de! conceptos! por! otro! camino! que! no! sea!
estructural.!Ya!que! los!matemáticos! rápidamente!entienden!nuevos!conceptos!estructuralmente!
definidos,!sería!interesante!investigar!cómo!desarrollaron!la!capacidad!para!hacerlo.!No!obstante,!
en! la! ingeniería! diseñada! para! este! trabajo! intentamos! introducirlos! dando! vuelta! a! la!
aproximación!estructural,!partiendo!primero!de!las! intuiciones!y!discusiones!de!los!estudiantes!y!
acercándolos!poco!a!poco!a!la!formación!estructural.!
!Existe! la! necesidad! de! mostrar! las! definiciones,! teoremas! y! conceptos! formalmente! operables!
para!un! individuo,!es!decir,! los!estudiantes!deben!ser!capaces!de!usarlo!para!crear!o! reproducir!
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(significativamente)! un! argumento! formal' (Bills! y! Tall,! 1998).! Para! Pinto! y! Tall! (1999)! los!




propiedades! esenciales! de! la! definición! para! integrarlas! en! la! teoría! formal.! La! segunda! forma!
evitó! algunas! dificultades! respecto! a! la! primera,! y! los! estudiantes! terminan! construyendo! una!
teoría!formal!no!relacionada!a! imágenes! informales.!Más!aún,! los!alumnos!pueden!tener!éxito!o!
no! con! cualquiera! de! las! dos! formas! descritas.! Alcock! y! Weber! (2005)! obtienen! resultados!
similares! de! estas! dos! aproximaciones,! pero! referidas! como! referencial! y! sintáctica! observando!
construcciones! de! demostraciones.! En! nuestro! diseño! didáctico,! para! evitar! que! los! estudiantes!
construyan! una! teoría! formal! relacionada! con! imágenes! informales! pobres! de! los! conceptos,! se!






lenguaje! formal.! Después! de! varios! estudios! de! diagnóstico,! encuentran! que! dicho! obstáculo!
prevalece! en! diferentes! generaciones! sucesivas,! y! para! casi! todos! los! modos! de! enseñanza.!
Concluyen! que! la! ausencia! de! conocimientos! previos! en! lógica! y! teoría! elemental! de! conjuntos!
contribuye!a! la!producción!de!errores!y,!además!el!tipo!de!respuestas!revelan!un!mal!uso!de! las!
implicaciones! matemáticas,! caracterizados! por! la! confusión! entre! hipótesis! y! conclusión.! En! la!
conformación! de! nuestra! propuesta! didáctica! se! ha! dado! un! lugar! importante! al! manejo! de!
cuantificadores!y!conectivos!lógicos,!tablas!de!verdad!y!se!han!propuesto!ejemplos!que!permiten!a!






En! la! sección!2.2.2! Ejemplos! y! contraejemplos,! discutimos! acerca! del! papel! preponderante!
que!los!ejemplos!y!contraejemplos!tienen!en!la!enseñanza!y!aprendizaje!de!la!matemáticas!ya!sea!
para!!entender!o!explicar!definiciones!y!procedimientos,!para!generalizar!o!para!la!construcción!de!
argumentos! y! demostraciones! de! teoremas.! Los! ejemplos! son! un! elemento! importante! de!
conocimiento! matemático! especializado! (RisslanBMichener,! 1978).! En! ese! sentido,! describimos!
algunos!trabajos!que!hablan!del!papel!de!los!ejemplos!para!la!formación,!clarificación!y!dotar!de!
significado!a! los!conceptos!(Vinner,!1983;!Dahlbeg!y!Houseman,!1997;!Wason!y!Mason,!2002).!A!
través! de! los! ejemplos! los! profesores! transmiten! la! esencia! de! los! conceptos! y! técnicas!
matemáticas!(Tall!y!Vinner,!1981),! los!ejemplos!poseen!aspectos!pedagógicos!que!los!posicionan!
como!elemento! central! en! la! práctica! de! los! profesores! (Zaslavsky,! 2010;! Figueiredo,! 2010)! y! la!
principal! razón!para!presentarlos!es!que! los!alumnos! los! interiorizan!como!una!herramienta!que!
utilizarán! ! posteriormente! para! resolver! problemas! de! ese! tipo! (Bills! et! al,! 2006)! y! ! el! uso! de!
ejemplos! ayudará! al! estudiante! a! una! posterior! generalización! Bconstruyendo! espacios! de!
ejemplosB,! abstracción! y! razonamiento! analógico! (Watson! y! Mason,! 2005;! Zaslavsky,! Harel! y!
Manaster,! 2006).! Principalmente! se! observan! dos! tipos! de! generalizaciones! en! correspondencia!
con! dosmaneras! de! pensamiento! distintas:! la!generalización' de' patrones' del' proceso' (PPG)! y! la!
generalización'de'patrones'de'los'resultados!(RPG)!(Harel,!2001,!p.!191).!Mientras!que!la!primera!
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demostración! desde! el! manejo! de! los! ejemplos,! esto! porque! los! estudiantes! usualmente! los!
utilizan!para!las!demostraciones,!dado!que!éstas!son!entendidas!como!simples!verificaciones!y!aún!
cuando!tienen!una!demostración,!siguen!sintiendo!la!necesidad!de!una!verificación!(Hoyles,!1997;!
Fishbein! y! Kedem,1982! y! Vinner,! 1983;! Healy! y! Hoyles,! 2000;! Fischbein,! 1982).! Para! Mariotti!
(1998)!la!discrepancia!entre!la!verificación!empírica!y!el!razonamiento!deductivo!es!un!obstáculo!





Muchos! estudiantes! creen! que! mostrar! que! un! teorema! general! es! válido! en! un! ejemplo!






datos! concretos! las! estrategias!que!utilizan! los! estudiantes! son!principalmente!empíricas! (Coe! y!
Ruthven,! 1994),! sustituyendo! el! argumento! deductivo! por! una! comprobación! suficientemente!
diversa!de!casos.!En!nuestro!diseño!didáctico!a!lo!largo!de!la!ingeniería!hemos!incluido!diferentes!






de!que!un!gran!número!de!ejemplos!no! logre!demostrar!una!proposición,! sin!embargo,!un! sólo!
ejemplo! puede! invalidar! un! teorema.! Wason! (1966),! observó! en! sus! estudios! que! los! sujetos!
mostraban!el! sesgo!de! la! confirmación,!es!decir,! el!principal!error!que! tienen! los!estudiantes!es!
que! intentan!encontrar!evidencia!que!confirme! la! regla!en! lugar!de!buscar!una!evidencia!que! la!
falsee.! Por! otra! parte,! en! los! estudios! realizados! por! Lehrer! &! Romberg! (1999),! la! ausencia!
generalizada!para!encontrar!un!contraejemplo!fue!tomada!por!los!alumnos!como!una!verificación.!
El! utilizar! ejemplos,! no! ejemplos! y! contraejemplos! casi! en! todas! las! hojas! de! trabajo! de! la!
ingeniería,!ha!permitido!que!al!no!encontrar!evidencia!inmediata!para!avanzar!en!probar!verdad,!a!
la! par! o! enseguida! intentan! buscar! evidencia! de! falsedad.! También! hemos! encontrado! que! en!
repetidas! ocasiones! la! imposibilidad! por! encontrar! el! contraejemplo! constituye! para! ellos! un!
argumento!para!buscar!probar!que!es!verdadero!el!resultado,!y!de!igual!manera!el!no!encontrar!








inicial,! medio! y! avanzado! en! tres! clases! asociadas! (lógica! matemática,! álgebra! lineal! y! álgebra!
moderna!respectivamente).!Para!ello!se!diseñaron!instrumentos!que!comprendían!la!resolución!de!
problemas!asociados!con!la!materia,!algunos!de!cálculo,!y!otros!en!los!que!se!requerían!diferentes!
niveles! de! presentar! evidencia! de! verdad,! por! ejemplo:! explique,! exhiba! ejemplos,! muestre,!
demuestre.! Los! resultados! de! los! instrumentos! fueron! analizados,! codificados! e! interpretados.!
Además,!en!el!caso!del!primer!grupo!se!realizaron!estudios!de!caso!en!los!que!se!aplicaban!otros!
instrumentos! y! entrevistas! a! fin! de! obtener!mayor! información! acerca! de! su! desempeño! en! el!
primer!instrumento.!En!el!estudio!exploratorio!caracterizamos!el!medio!en!el!que!se!desarrollaría!





para! iniciarse!en! la!demostración.!Encontramos!también!que! la!aproximación!a! los!conceptos!se!
daba! por! la! vía! estructural,! notando! que! no! se! establecía! una! conexión! o! distinción! entre! la!
intuición!y!conocimiento!y!experiencias!previas!de!los!estudiantes!con!el!conocimiento!formal!en!
matemáticas.!El!carácter!expositivo!predominaba!en!los!profesores!y!la!organización!en!el!aula!era!
siempre! la! del! alumno! como! receptor! pasivo! con! ! intervenciones! cuando! el! profesor! se! las!
demandaba.! En! el! mismo! estudio,! se! realizó! una! descripción! de! las! dificultades! y! errores! que!
cometen! los! estudiantes! al! enfrentar! la! tarea! de! demostrar,! desde! un! recorrido! por! diferentes!
investigaciones! reportadas! en! medios! académicos.! También,! derivado! del! análisis! de! las!
respuestas! de! los! estudiantes! a! los! diferentes! instrumentos! aplicados! en! los! tres! grupos!
participantes! detectamos! dificultades,! obstáculos! y! errores! típicos! ! que! fueron! tomados! como!
directrices! para! el! diseño! de! la! ID! propuesta! en! este! trabajo! (ver!3.1! Estudio! Exploratorio.!
Descripción),! con! el! propósito! de! impulsar! el! desarrollo! de! competencias! demostrativas! que!
respondieran!a!las!exigencias!del!contexto!y!a!la!construcción!del!conocimiento!base!necesario.!!
Un! informe! completo!del! estudio!exploratorio! lo!encontramos!en!el! capítulo! III! de!este! trabajo,!






Dada! la! metodología! de! la! ingeniería! didáctica! encontrada! adecuada! para! nuestro! trabajo,! el!





en! el! sentido! de! Gray! y! Tall! (1991),! acorde! con! algunos! resultados! de! la! investigación.! Nuestra!
secuencia! se! diseñó! bajo! la! idea! general! de! que! la! demostración!matemática! debe! tener! lugar!
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como! objeto! de! estudio! y! reconocer! que! tiene! asociados! otros! conceptos! y! procesos!
fundamentales! que! deben! estudiarse! para! evitar! errores! inducidos! por! el! uso! del! contexto!
cotidiano! como! referente! principal! y! que! difiere! del! uso! en! el! contexto! matemático.! Así,! en!
nuestro!diseño!consideramos!que:!
$ Se!ordenan!y!contextualizan!los!contenidos!a!enseñar!tanto!en!la!parte!matemática!como!
en! la! situación!cognitiva!del!grupo,!es!decir!no! importa!el!nivel!de!conocimiento!previo,!
todos!pueden!acceder!a!las!tareas!y!lograr!avanzar!en!la!construcción!del!conocimiento!al!
interactuar!con!la!tarea,!con!sus!pares!y!con!el!profesor.!
$ !Aunque! resulta!difícil!pensar!en!aproximarnos!por!una!vía!distinta!a! la!estructural!en!el!




partir! de! ciclos! de! refinamiento! de! sus! intuiciones,! interpretaciones,! reinterpretaciones!
extraídas!de!la!discusión!en!pequeños!grupos!y!posteriormente!extendidas!en!gran!grupo!
con!el!profesor.!
$ La! evaluación!no!queda! condensada!en!un! examen!escrito! rutinario,! sino!que! se! realiza!
analizando! la! evolución! personal! de! los! estudiantes! y! la! construcción,! evolución! y!
consolidación!del!conocimiento!compartido!en!equipos!o!grupo!en!las!sesiones.!
$ Se!rompe!con!la!clase!tradicional!donde!el!profesor!es!mero!expositor!del!conocimiento,!
poniendo! énfasis! en! el! pensamiento! del! estudiante,! de! manera! que! los! estudiantes!
perciban! las! Matemáticas! no! como! un! conocimiento! que! se! recibe! pasivamente,! sino!
como!un!conocimiento!construido!activamente.!Esto!conduce!a!compartir!responsabilidad!
entre!el!profesor!y!los!estudiantes!sobre!el!conocimiento!compartido!generado.!




principales:! 1)! ser! una! alternativa! para! cambiar! la! noción! paramatemática! de! la! ! demostración!
matemática!en!el!nivel!universitario;!2)!ser!un!instrumento!de!investigación!que!permita:!observar!




Algunas! de! las! dificultades! no! previstas! en! su! implementación! se! han! debido! más! a! factores!
externos! que! a! factores! de! organización.! Un! elemento! de! gran! importancia! que! afectó! el!
(re)diseño! de! diversas! situaciones! y! actividades! resultó! ser! que! un! gran! porcentaje! de! los!
estudiantes!no!participó!en!todas!las!sesiones!por!diversas!razones:!1)!eran!foráneos!y!al!acercarse!
el! período! vacacional! y! descargarse! de! los! compromisos! de! las! materias! oficiales,! tomaron! la!
decisión!de!regresar!a!sus!lugares!de!origen!de!vacaciones,!abandonando!en!forma!anticipada!su!
participación! en! nuestra! Ingeniería;! 2)! en! la! sesión! acerca! de! la! definición! el! profesor! incluyó! a!
estudiantes!de!otros!grupos;!y,!3)!algunos!alumnos!dejaron!de!participar!al!saber!que!no!influiría!
en!su!calificación!y!por!temor!a!la!complejidad!del!tema.!La!deserción!de!estudiantes!provocó!que!
en! las!últimas! tres! sesiones! sólo! se! formara!un!equipo!y! se!diera!menos! tiempo!para!el! trabajo!
entre!pares,!usando!en!ocasiones!más!tiempo!el!profesor!para!guiar! la!sesión.! !Por!otro! lado,!el!
nivel! de! conocimientos! de! los! estudiantes,! que! se! mostró! más! bajo! del! esperado! a! nivel!
conceptual,! aún! en! conceptos! básicos! provocó! que! se! extendieran! los! tiempos! previstos! por!
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sesión,! tanto! en! la! parte! de! trabajo! en! pequeño! grupo! como! en! las! discusiones! en! gran! grupo.!
También,! teniendo! en! cuenta! la! extensión! de! nuestra! Ingeniería! y! la! complejidad! del! tema!
abordado!se!multiplican!las!dificultades!en!su!implementación!y!análisis.!!
Sin!embargo,!en!líneas!generales!la!Ingeniería!diseñada!ha!cumplido!con!las!expectativas,!a!pesar!
de! las! dificultades! señaladas,! y! se! ha! podido! documentar! el! pensamiento! y! evolución! de! los!
estudiantes! que! permanecieron! hasta! el! final! de! la! implementación.! También,!









de!objetos!o! conceptos!al! repetirlas,! reconstruirlas,! reformularlas!y!mostrar!diferentes!ejemplos!
que! las! satisfacen.!En!particular,!al!enfrentarse!a! la! tarea!de!demostrar!una!afirmación,!a! fin!de!
comprenderla! primero! identifican! todos! los! conceptos! y! objetos! implícitos! y! explícitos! en! el!
enunciado! y! discuten! acerca! de! la! definición! de! ellos.! Tal! afirmación! se! puede! sustentar! al!
observar! la! trayectoria! de! la! definición! durante! la! ID! (ver!5.2.1! Definición! como! Objeto! de!
Estudio).! También!es! conveniente! comentar!que! a! raíz! de! este! trabajo,! algunos!profesores!del!
medio! en! el! que! se! implementó! la! ID,! han! reservado! en! sus! prácticas! tiempo! para! que! los!
estudiantes!antes!de! intentar!demostrar!un! resultado!puedan!discutir!acerca!de! la!definición!de!
los!conceptos!que!aparecen!en!el!resultado!y!tomen!acuerdos!sobre!ella!antes!de!involucrarse!en!
demostrar! el! resultado.! Esto! ha! permitido! que! se! puedan! detectar! algunos! malos! entendidos!




generales,! el! uso! de! la! demostración! para! validar! los! resultados! en! la! actividad! matemática!
cotidiana,!junto!con!el!cuidado!en!el!manejo!de!lenguaje!y!definiciones,!cuidado!en!los!conectivos!
y! cuantificadores! lógicos,! forma,! componentes,! función! y! estado! de! las! implicaciones,! forma!no!
lineal! de! la! lectura! de!demostraciones! y! cuidado!en! la! escritura! de! versiones! condensadas! para!
comunicar.! Además,! comprender! la! tarea! e! importancia! de! definir,! les! ha! ayudado! a! entender!
muchos!conceptos!teóricos!y!a!madurar!en!tareas!inherentes!!a!la!demostración!como!es!el!caso!
de!la!conjetura!y!del!manejo!de!ejemplos,!no!ejemplos!y!contraejemplos.!
Podemos! decir,! como! consecuencia! de! todo! lo! anterior,! que! la! demostración! matemática! ha!
recibido!una!revaloración!positiva!por!parte!de!la!mayoría!de!los!estudiantes!participantes!y!una!
diferenciación!de!situaciones!en!el!contexto!matemático!y!en!el!contexto!cotidiano,!al!igual!que!un!
mayor! cuidado! del! lenguaje! y! en! general! de! la! actitud! y! rigor! matemático! que! ha! reducido!
notablemente!los!errores,!dificultades!y!obstáculos!con!el!manejo!de!la!demostración.!También!ha!









traza! la! trayectoria! seguida! de! la! función! de! los! ejemplos! y! contraejemplos! a! través! de! la!
implementación.! Ahí! podemos! ver! cómo! los! estudiantes! transitan! desde:! recurrir! a! un! ejemplo!
para!intentar!probar!que!una!proposición!es!verdadera!estableciendo!una!simetría!con!lo!que!se!
hace! para! probar! que! es! falsa! (usar! un! contraejemplo);! aún! y! cuando! se! les! presenta! una!
demostración! o! la! realizan! ellos! mismos! necesitaban! verificarla! para! algunos! casos;! recurren! a!
ejemplos! de! manera! natural! como! entradas! conceptuales! para! construir,! afinar! y! comprender!






en! consecuencia! en! repetidas! ocasiones! se! pudo! comprobar! el! error! de! la! recíproca.! En! las!
primeras! sesiones! el! desempeño! de! los! estudiantes! mostró! que! cuando! el! si! y! el! entonces! no!
aparecían! de! manera! explícita,! discrepaban! en! su! elección! de! la! hipótesis! y! la! conclusión,! se!
presentaron! múltiples! oportunidades! para! distinguir! las! componentes! de! una! implicación! en!
diferentes! formatos! de! escritura.! Posteriormente,! en! las! siguientes! sesiones! constantemente! se!
identificaban!componentes!y!se!revisaba!el!papel!de!la!hipótesis.!En!la!sección!5.2.3!Formando!
el! concepto! de! Implicación,! se! puede! ver! el! énfasis! que! se! ha! puesto! en! la! formación! del!
concepto!de!implicación!y!en!atender!la!resistencia!notada!a!superar!el!error!de!la!recíproca.!Para!




avance!y! retroceso!buscando!primero!que:! ! a)! reconocieran! la! importancia!de! las!definiciones!y!
pudieran! verlas! como! una! doble! implicación.! Eso! les! permitió! extraer! significado! y! construir! o!
derivar!al!menos!dos!deducciones!directas,!una!para!avanzar!en!la!construcción!de!un!enunciado!
equivalente!a!la!hipótesis!y!otra!para!retroceder!en!un!enunciado!equivalente!a!la!conclusión;!b)!
distinguieran! entre! las! diferentes! formas! en! que! puede! aparecer! enunciada! una! implicación! así!
como!entre!sus!componentes! (hipótesis!y!conclusión)!y!su! función!en!el!proceso!de!construir!su!
demostración;! c)! evitaran! recurrir! a! las! pruebas! empíricas,! dándose! ! cuenta! de! que! por! más!
ejemplos!que!verifiquen!la!proposición!si!no!se!corresponden!con!la!totalidad,!esto!no!constituye!





las! proposiciones! y! las! tablas! de! verdad! asociadas.! En! la! sección!5.2.5! Pruebas! deductivas,!
podemos! ver! como! evolucionaron! los! alumnos! desde! esta! estrategia,! al! igual! que! podemos! ver!








La! Teoría! de! Situaciones! toma! en! cuenta! que! un! estudiante! no! experimentado! en! el!
funcionamiento!aBdidáctico!ha!de!ser!preparado!poco!a!poco.!En!nuestro!caso,!el!funcionamiento!
aBdidáctico!implica!que!debe!construir!con!sus!pares!en!pequeño!grupo!el!conocimiento!a!partir!de!
discutir! y! analizar! todos! los! referentes! que! tienen! a! la! mano! desde! su! conocimiento! previo,!
intuición! y! experiencia! en! el! lenguaje! cotidiano,! para! posteriormente! compartirlo! con! un! grupo!
más! amplio! y! con! el! profesor.! Para! implicar! al! estudiante! y! comprometerlo! en! el! trabajo! y!
discusión! en! pequeño! grupo,! éste! no! debe! conocer! de! antemano! las! respuestas! esperadas;! el!
profesor! debe! conseguir! que! el! estudiante! acepte! la! responsabilidad,! dentro! de! su! grupo,! de!
buscar! una! resolución! a! los! problemas,! ejercicios! o! tareas! de! los! que! ignora! la! respuesta,! para!
después!poderlos!compartir!en!gran!grupo.!
En! el! desarrollo! de! la! ingeniería,! desde! la! primera! sesión! hemos! podido! observar! que! la!
participación! de! los! estudiantes! ha! sido! muy! activa.! La! interacción! con! sus! pares! disminuye! el!
miedo! al! error! y! expresan! libremente! su! pensamiento! provocando! que! se! vayan! depurando! las!
ideas!de!la!confianza!con!la!que!son!sometidas!a!la!discusión.!Al!principio,!cuando!pasan!a!la!fase!
de!ampliar!el!grupo!de!discusión! incluyendo!al!profesor,! comienzan!con!poca!participación!pero!
paulatinamente! se! va! incrementando! y! al! final! se! muestran! con! mucha! confianza! en! estas!







tomara! más! del! doble! de! tiempo! previsto! es! la! fuerza! y! extensión! de! las! discusiones! e!
interacciones! tanto! en! pequeño! grupo! como! en! gran! grupo! para! lograr! acordar! y! construir!
conocimiento! compartido! o! resolver! las! cuestiones! planteadas! y! otras! que! surgían! de! manera!
imprevista!y!natural!a!manera!de!conjeturas!como!extensiones!de!las!tareas.!!
Nuestro!diseño!favoreció!también!el!trabajo!grupal!y!la!oportunidad!de!que!el!profesor!apoyara!la!
conexión! de! ideas! entre! pequeños! grupos! y,! que! a! su! vez,! se! propiciara! la! extensión! y!
formalización!del!conocimiento!compartido.!Diversos!autores,!en! los! libros!editados!por! !Cobb!y!
Bauersfeld! (1995)!y!Dreyfus!y!Hershkowitz! (2009),!puntualizan! la! importancia!de!enfrentar!a! los!
alumnos! a! situaciones! conflictivas! reconociendo! la! importancia! de! las! interacciones! en! clase! y!
remarcan!que!el!éxito!de!diversas!situaciones!didácticas!no!sólo!se!debe!a!las!características!de!los!
problemas! elegidos! y! al! diseño! de! las! actividades,! sino! también! a! las! características! de! los!
escenarios,!en!particular!cuando!participan!del!carácter!social!de!los!procesos!de!aprendizaje.!!
5.4 Apuntes finales y perspectivas de futuro 
!
Una! gran! fortaleza! de! esta! ingeniería! didáctica! fue! la! estructura! social! para! favorecer! la!
emergencia! y! construcción! de! estructura! matemática! en! pequeños! grupos! de! estudiantes,! que!
posteriormente! se! afina,! extiende! y! formaliza! en! un! grupo! mayor,! caracterizado! por! requerir!
mayor! grado! de! convencimiento! (se! integra! el! profesor! a! la! discusión! y! otros! equipos! que!
previamente!han!discutido!sobre!los!temas!y!realizado!las!tareas).!!




situaciones! donde! han! sido! utilizados! los! objetos! y! conceptos! a! definir,! ejemplos! o!













Al! igual! que! la! práctica! de! definir,! las! actividades! para! reconocer! los! componentes! de! una!
implicación! y! su! función! en! el! proceso! de! la! demostración,! así! como! el! manejo! de! ejemplos! y!
contraejemplos!son!fortalezas!que!se!ven!reflejadas!en!la!segunda!mitad!de!la!ingeniería!didáctica,!
cuando!se!pone!en!juego!este!conocimiento!en!actividades!de!demostración!formal.!El!diseño!de!
la! ingeniería! ha! permitido! que! en! una! sesión! se! puedan! entrelazar! nociones! y! conceptos!




En! este! misma! sentido! además! de! “realizar! sus! demostraciones”,! el! tener! la! oportunidad! de!
escribir!en!forma!condensada!y!comunicable!sus!producciones!los!ayuda!a!entender!el!proceso!de!
demostración.! Así,! han! de! entenderlo! como! un! proceso! que! parte! desde! ideas! intuitivas! y!
perceptivas,!que!se!van!formalizando!a!partir!de! la!consideración!de!ciertos!hechos!establecidos!
dentro! de! una! teoría! axiomática,! realizando! las! deducciones! lógicas! necesarias! para! llegar! a! la!
conclusión!identificada!desde!el!principio.!El!producto!final!es!una!versión!comunicable!en!la!que!
se!omiten!los!detalles!y!se!priorizan!los!elementos!principales.!!Así!mismo,!en!el!proceso!inverso,!
es! decir,! para! leer! una! demostración! realizada! por! otros,! teniendo! a! mano! lápiz! y! papel! para!












de! reconocimiento,! de! edificación,! de! construcción! y! de! consolidación! (RBCBC).! Se! ha! podido!
constatar! que! los! alumnos! realizan! RBacciones! como! reconocimiento! de! axiomas,! errores,!




















para! fortalecer! la! idea!de!que!un!gran!número!de!ejemplos!no!prueba!que!una!proposición! sea!
verdad,!o!bien,!para!extender!la!comprensión!de!que!generalizar!requiere!demostrar.!Un!ejemplo!
de!las!tareas!agregadas!fue!probar!si!es!falso!o!verdad!la!proposición,!cada'número'impar'mayor'




se! incluyeron! actividades! similares! a! las! de! los! números! felices,! dándoles! pie! a! que! buscaran!





En! este! trabajo! no! se! incluyó! como! técnica! de! prueba! la! inducción!matemática,! por! creer! que!
pudiera!ser!más!cercana!a! los!estudiantes,!dado!que!se!aborda!en!una!de!sus!primeras!materias!
(Álgebra! Superior).! No! obstante,! en! la! tarea! en! la! que! se! les! pedía! justificar! si! la! expresión!
f(n)=n2+n+41! siempre! generaba! números! primos,! cuando! buscan! contraejemplos! sin! éxito,! y!
encuentran! un! buen! número! de! ejemplos! que! verifican! que! la! expresión! genera! un! primo,!
intentan! utilizar! inducción! matemática.! En! ese! caso,! se! comprobó! que! es! una! técnica! que! les!
resulta! artificial! y! más! que! una! línea! de! razonamiento! insisten! en! acomodar! cálculos! para!
conseguir! la! expresión! requerida.! Con! la! intención! de! fortalecer! la! ingeniería! didáctica! para! el!
curso! preparatorio,! se! hicieron! algunas! exploraciones! que! van!más! allá! de! este! trabajo! de! tesis!
(e.g.! Encontrar! la! suma! de! puntos! del! dominó! de! 9,! ensayar! generalización! de! expresiones!
derivadas!de!las!procesos!de!conteo!propuestos!por!los!estudiantes!para!el!dominó!y!finalmente!
introducirlos!a!probar!por!inducción!matemática)!y!en!el!futuro!resultaría!interesante!una!mayor!
exploración!con!actividades!que! sean!cercanas!al!estudiante,!en! las!que! los!ejemplos! tengan!un!
papel!preponderante!y!se!pueda!motivar!la!necesidad!de!una!demostración.!
!







5.4.1 Pertinencia de las herramientas metodológicas para el análisis 
!
Inicialmente! como! herramienta! teóricaBmetodológica! para! el! análisis! de! la! construcción! del!
conocimiento!derivado!del! trabajo! en! equipos,! su! extensión! y! formalización,! posteriormente! en!
gran!grupo,!utilizamos!el!modelo!de!Toulmin!para!el!análisis!de!argumentos.!La!razón!para!ello,!fue!
que! lo! encontramos! en! principio! apropiado,! dado! que! antes! lo! utilizamos! para! documentar! y!
analizar! la! actuación! y! pensamiento! de! los! estudiantes! en! estudios! de! caso! durante! el! estudio!
exploratorio.! No! obstante,! desistimos! de! esta! herramienta! por! considerar! que! no! capturaba! la!
complejidad!del!!proceso!de!construcción!y!consolidación!del!conocimiento!generado,!tampoco!la!
evolución!en!el!pensamiento!del!estudiante!y!en!el!conocimiento!compartido.!
Por! lo! anterior,! encaramos! la! necesidad!de!buscar! o! generar! herramientas! que!nos! permitieran!
extraer!la!riqueza!y!complejidad!en!el!aula!con!las!modificaciones!y!alternativas!propuestas!para!la!
enseñanza! aprendizaje! de! la! demostración! matemática.! En! esta! dirección! encontramos! que!
Abstracción' en' Contexto! (Schwarz,! Dreyfus! &! Hershkowitz,! 2009),! nos! permitía! revisar! y!
documentar!los!procesos!de!abstracción!para!caracterizar!la!emergencia!de!un!nuevo!constructo,!
desde!el! análisis!de! las! interacciones!en!pequeños!grupos!y!en!gran!grupo.!Como! lo!explicamos!
ampliamente! en! 2.3.2 Procesos de abstracción desde la construcción de conocimiento 
compartido o de grupo!y!en!4.2 El modelo RBC como herramienta teórica para el análisis,!el!
proceso! pasa! por! tres! etapas:! la! necesidad! de! un! nuevo! constructo,! su! emergencia! y! su!
consolidación!!al!utilizarlo!en!diferentes!contextos.!!Las!acciones!epistémicas!ocurridas!durante!la!





dentro! de! esta! Ingeniería.! Volviendo! al! isomorfismo! con! el!método! avanceBretroceso,! podemos!


















En* este* apartado* se* presentan* las* hojas* de* trabajo* que* conforman* la* ingeniería* didáctica*



























































!!!!Objetivo:! Establecer! y! comprender! la! definición! geométrica! de! las! cónicas! y! las! relaciones! entre! sus! elementos,!
partiendo!de!la!imagen!del!concepto!que!tengan!los!estudiantes.!!


































































convención! si! significa! si' y' sólo' si' –reforzar! posteriormente! esto! cuando! se! trabaje! con! la! implicación! y! la! doble!
implicación!–.!!




































eso! que! se! plantean! estas! tareas! de! desafío! para! atender! a! la! diversidad.! Estas! tareas! de! desafío! además! nos!



















































22 >+ yx !(donde!x!e!y!son!números!reales)!
!
3)!Si!x>0,!entonces! 0log7 >x !(donde!x!es!un!número!real)!
!






































































































































P' Q' P→'Q' Q→'P'
Verdadero' Verdadero' ! !
Verdadero' Falso' ! !
Falso' Verdadero' ! !







P' Q' P Q' Q P' P Q'y'Q P' PQ'
! ! ! ! ! !
! ! ! ! ! !
! ! ! ! ! !





Nombre' Notación' Significado' Cuándo'es'
verdadero(tautología)'
Negación! ! ! !
! P˄Q' ! !
! ! “P!o!Q”' !
Bicondicional! ! ! P,'Q!tienen!el!mismo!valor!de!
verdad.!









A% ¬A% A˄¬A% ¬(A˄¬A)%
V' F' F' V%



































































Antes!de! iniciar!con!esta!hoja!de! trabajo!se! ! introducirán!un!par!de!ejemplos!que! ilustren!el!método!y! los!elementos!
implicados.!

































































































a. Si!n!es!un!entero!par,!entonces! 2n !es!un!entero!par!
!
b. Si!n!es!un!entero!dado!que!satisface! 0823 2 =++− nn ,!entonces! 232 2 =− nn !
!
!





































d. El!entero! 12 −n !es!impar#
#
e. La! circunferencia! C! consta! de! todos! los! valores! de! x! e! y! que! satisfacen! la! ecuación!
( ) ( ) 2523 22 =−+− yx #
#
#
2) Para! demostrar! que:! “Si! x! e! y! son! números! reales! tales! que! 256 22 =+ yx !e! 32 =+ xy ,! entonces!
y=2”.!Al!aplicar!el!proceso!avanzar!a!partir!de!la!hipótesis,!¿cuál!de!los!enunciados!siguientes!no!es!válido?!
a) xy −= 32 !
































Proposición#2!Si'a,'b'y'c'son'números'reales'para'los'que'a>0,'b<0'y' 042 =− acb ,!entonces'la'solución'de'la'







































1. Consideren!el!problema!de!demostrar!que:! “Si!x! y!y! son!números! reales!no!negativos!que!satisfacen!x+y=0,!
entonces!x=0!y!y=0”.!









2. Consideren!el!problema!de!demostrar!que:!“!Si!n!es!un!entero!mayor!que!2,!a'y'b! son! las! longitudes!de! los!
catetos!de!un! triángulo! rectángulo,!y!c!es! la! longitud!de! la!hipotenusa,!entonces!





cn = c 2cn−2 = (a2 + b2)cn−2 !Al!observar!que! 22 −− 〉 nn ac !y!que! 22 −− 〉 nn bc




Para! la! siguiente! demostración! condensada,! escriban! un! análisis! indicando! los! pasos! del! método! avanceB
retroceso,!así!como! las!preguntas!clave!y!sus! respuestas.!Enseguida!escriban!el!enunciado!de! la!proposición!
que!prueba.!
! !
Demostración:! Se! probará! que! UTRU = ,! porque! entonces,! se! tiene! también! que! !RUS=!TUS=90º' y'























































































M! tiene!dos!opciones:! ser!número!primo!o! ser! compuesto.! Si!
ocurre!el!primero!ya!tenemos!la!contradicción!pues!M'sería!un!
primo!mayor!que!N.!!
Si! es! compuesto! entonces! uno! de! sus! factores! es! un! número!
primo! de! la! lista,! a! ese! factor! primo! podemos! llamarlo! K! y!
entonces!M=HK.'
HK=2x3x5x7x11x13x…xN+1,!
















































Objetivos:! Introducir! el! método! del! contrapositivo! a! partir! de! los! anteriores,! establecer! la! conexión! con! su!






















No% Q:! ! Suponemos! que! x>0! es! un! entero! que! cumple! ! con!





























































































c)!Demostrar!que!si!c!es!un!número!impar,!la!ecuación! 02 =−+ cnn no!tiene!solución!entera.!!
!
Preguntas!clave! Organizando!la!demostración!
!
!
!
Versión!final!de!la!demostración!
!
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